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Resume. Les groupes d'homologie de Floer pour varietes ompates a bord de type on-
tat n'ont pas de orrespondant topologique, a la dierene des varietes fermees. Le but de
ette these est d'en donner des proprietes qualitatives lorsque la variete est munie de strutures
topologiques supplementaires. Nous avons en vue les brations sympletiques (eventuellement
triviales). Le premier hapitre de la these omprend deux parties : la premiere ompare les
dierentes onstrutions de l'homologie de Floer et met en relief le prinipe speique aux
varietes a bord, a savoir la neessite d'obtenir des estimations a priori sur les solutions de
l'equation de Floer. On explique omment les groupes d'homologie de Floer sont relies a la
onjeture de Weinstein et on alule par une methode nouvelle la ohomologie d'une boule
dans un espae vetoriel omplexe. La deuxieme partie presente une extension de la denition
des groupes d'homologie de Floer par des hamiltoniens \asymptotiquement lineaires", extension
que nous utiliserons par la suite. Nous travaillons diretement dans des varietes non ompates
onvexes a l'inni, qui sont des ompletees sympletiques de varietes ompates a bord de type
ontat. Le deuxieme hapitre demontre la formule de Kunneth en homologie de Floer pour un
produit de varietes a bord de type ontat restreint. Cei orrespond au as d'une bration triv-
iale. Le troisieme hapitre donne une interpretation de la suite spetrale de Leray-Serre lassique
en termes exlusifs d'homologie de Morse, qui onstitue un modele simple pour l'homologie de
Floer. Le quatrieme hapitre etudie l'existene d'une suite spetrale de Leray-Serre pour un
ertain type de brations sympletiques a bord au-dessus d'une base fermee. L'existene de la
suite spetrale est etablie pour les bres en droites hermitiens a ourbure negative. Dans le as
general, son existene est ramenee a une estimation d'energie pour trajetoires de Floer, qui
est onjeturee.
Abstrat. Unlike Floer homology groups for losed manifolds, the Floer homology groups
for ompat manifolds with ontat type boundary have no topologial orrespondent. The
aim of this thesis is to desribe their qualitative properties when the manifold is endowed
with supplementary topologial struture. More speially, we onsider sympleti brations
(inluding trivial ones). The rst hapter is divided into two parts: the rst one ompares
the dierent onstrutions of Floer homology and underlines its speiity for manifolds with
boundary, that is the need to obtain a priori estimates on the solutions of Floer's equation.
We explain the relationship between Floer homology groups and Weinstein's onjeture and we
ompute (using a new method) the Floer homology of a ball in a omplex vetor spae. The
seond part presents an extension of the denition of Floer homology by using "asymptotially
linear" Hamiltonians. This extension will be used later on. We hoose the framework of non-
ompat manifolds whih are onvex at innity, that is sympleti ompletions of ompat
manifolds with ontat type boundary. The seond hapter proves the Kunneth formula for
a produt of manifolds with restrited ontat type boundary. This orresponds to a trivial
sympleti bration. The third hapter gives a omplete desription of the lassial Leray-Serre
spetral sequene in exlusive Morse homologial terms, a simple model for Floer homology. The
fourth hapter studies the existene of a spetral sequene of Leray-Serre type for a ertain kind
of sympleti brations over a losed sympleti base. The existene of the spetral sequene
is proved for hermitian line bundles of negative urvature. In the general ase, its existene is
redued to an energy estimate that we onjeture to be true.
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INTRODUCTION
Cette these a omme objet d'etude la suite spetrale de Leray-Serre dans le ontexte de la
ohomologie de Floer des varietes a bord de type ontat. Les deux termes les sont suite
spetrale et homologie de Floer. Je les explique brievement i-dessous, avant de donner le plan
de la these et la desription des quatre hapitres qu'elle omprend.
Breve introdution aux suites spetrales et a l'homologie de Floer. Une suite spetrale
est un objet algebrique naturellement assoie a un omplexe dierentiel (C; d) muni d'une
ltration deroissante C = C
0
 C
1
 : : :  C
n
 : : :  0 qui est preservee par la dierentielle
i.e. d(C
p
)  C
p
. Dans le ontexte de ette these, les omplexes dierentiels en question sont
gradues C = 
kk
0
C
k
et de type ohomologique i.e. deg d = +1, alors que la ltration est
ompatible ave la graduation au sens ou C
p
= 
kk
0
(C
p
\C
k
), p  0. On note C
k
p
= C
p
\C
k
(les variantes homologiques sont aussi valables et s'erivent formellement en inversant les ehes
et en ehangeant la position des indies entre le haut et le bas). La suite spetrale est onstituee
de \pages" E
r
= (E
p;q
r
; d
r
), r  0 qui sont des omplexes dierentiels bi-gradues supportes dans
le adran p  0, q  k
0
, ave d
r
une dierentielle de bi-degre (r;  r + 1) i.e. d
r
: E
p;q
r
 !
E
p+r;q r+1
r
, d
2
r
= 0. On onvient a poser E
p;q
r
= 0 si p < 0 ou q < k
0
. Dans les diagrammes
i-dessous (pour lesquels je m'inspire de [Ha℄), on peut voir l'ation des dierentielles d
0
, d
1
,
d
2
et d
3
.
q
    
    
 
OO
  
    

//
OO
   
p
E
0
q
    
    
 
//
  
    

//
OO
   
p
E
1
q
    
    
 
((RR
RRR
RR   
    

//
OO
   
p
E
2
q
    
    
 
&&LL
LL
LL
LL
LL
LL   
    

//
OO
   
p
E
3
La propriete fondamentale de la suite spetrale est que E
r+1
= H(E
r
), ou enore
E
p;q
r+1
=
ker d
r
: E
p;q
r
 ! E
p+r;q r+1
r
imd
r
: E
p r;q+r 1
r
 ! E
p;q
r
:
Par onstrution, la suite spetrale assoiee a un omplexe dierentiel gradue et ltre verie
E
p;q
0
= C
p+q
p
=C
p+q
p+1
; d
0
= d :
On obtient E
p;q
1
= H
p+q
(C
p
=C
p+1
). Tout omme les images dans C
p
=C
p+1
(de lasses)
d'elements de C
p
s'annulent dans E
p;q
1
, il faut penser a E
p+q
r
omme au \bon" quotient ou les
images dans C
p
=C
p+1
(de lasses) d'elements provenant de C
p r+1
s'annulent. De ette maniere,
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lorsque r devient arbitrairement grand, la suite spetrale prend en ompte pratiquement toutes
les annulations ohomologiques dans le omplexe (C

; d) initial.
Ce qui preede fait voir qu'il faut lire desormais l'indie p omme le degre de la ltration, la
somme p+q omme le degre total et l'indie r omme la \profondeur" (au sens de la ltration)
des relations ohomologiques qui sont prises en ompte dans E
r
.
Dans de nombreuses situations interessantes - par exemple, lorsque la ltration est nie -
les groupes E
p;q
r
se stabilisent pour r assez grand. La suite spetrale (E
r
)
r1
onverge vers la
ohomologie H(C) du omplexe initial ltree omme H(C)  : : :  im
 
H(C
p
) ! H(C)


: : :  0, au sens ou E
p;q
1
= H
p+q
p
=H
p+q
p+1
, ave H
k
p
= im
 
H
k
(C
p
) ! H
k
(C)

. Si on travaille
a oeÆients dans un orps, on obtient H
k
(C) ' 
p+q=k
E
p;q
1
: les groupes de ohomologie du
omplexe initial se lisent sur les diagonales de la page limite.
Le theoreme generique onernant les suites spetrales (de type ohomologique) prend la
forme suivante (la formulation frappante est empruntee a MCleary [MC℄):
Theoreme generique. Il existe une suite spetrale de type ohomologique (E
r
)
r2
qui onverge
vers un module gradue H qui est aussi ltre et dont le terme E
2
est onnu et a une signiation
geometrique (ou algebrique) independante.
Alors que le module gradue H a un intere^t independant (d'habitude 'est un module de
(o)homologie), la ltration n'est pas anoniquement denie. Dans les appliations il n'est pas
neessaire de la onna^tre expliitement, pas plus que la forme expliite des dierentielles d
r
,
r  2. C'est la simple existene d'une suite spetrale et l'information sur le terme E
2
qui
permettent de deduire des informations non triviales sur la limite H (voir [MC℄ pour une foule
d'exemples qui utilisent la suite spetrale de Leray-Serre lassique).
Comme nous l'avons derit plus haut, une suite spetrale est habituellement onstruite
a partir d'un bi-omplexe. Celui-i n'est generalement pas deni de faon anonique dans le
ontexte geometrique en question. Par ontre, il est remarquable que la suite spetrale toute
entiere (y ompris l'ensemble des dierentielles (d
r
)
r2
) ne depend pas du bi-omplexe initial.
Conluons ette breve introdution aux suites spetrales en enonant le theoreme generique
dans le as de la suite spetrale de Leray-Serre [Se℄, [MC℄.
Theoreme (Suite spetrale de Leray-Serre). Soit F ,! E

 ! B une bration loalement triviale.
On suppose que B admet une struture de CW-omplexe ni. Il existe une suite spetrale de
type ohomologique (E
r
)
r2
qui onverge vers H

(E) et dont le deuxieme terme est
E
p;q
2
' H
p
(B ; H
q
(F )) :
La suite spetrale ne depend pas de la deomposition en CW-omplexe de la base B.
La notation H
p
(B ; H
q
(F )) designe la ohomologie de la base a valeurs dans un systeme de
oeÆients determine par la bration et dont la bre est H
q
(F ). Une propriete importante de
la suite spetrale de Leray-Serre est la multipliativite des dierentielles d
r
, r  2 par rapport
au up-produit induit, mais nous ne traitons pas et aspet dans ette these. Remarquons le
fait que, pour une bration triviale E = BF , les dierentielles d
r
, r  2 sont nulles, E
2
= E
1
et le theoreme preedent se reduit a l'isomorphisme de Kunneth si on travaille a oeÆients
dans un orps.
Le deuxieme objet fondamental dont traite ette these est la ohomologie de Floer des
varietes sympletiques a bord de type ontat. Dans la litterature elle est aussi designee sous le
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nom de (o)homologie sympletique [FH1, CFH2℄. Les referenes sont assez eparpillees et j'ai
onsidere neessaire d'en donner un traitement bref mais unitaire dans le premier hapitre de
ette these, en insistant sur ses speiites par rapport a l'homologie de Floer hamiltonienne
des varietes sympletiques fermees.
Il suÆt de dire ii que le point de depart est la onstrution par Floer [F3, F4℄ d'un omplexe
dierentiel (o)homologique (FC

(M); d) assoie a un hamiltonien non degenere dependant du
temps H : S
1
M  ! R, ou (M; !) est une variete sympletique fermee. Rappelons qu'une
2-forme ! est dite sympletique si elle est fermee et non degeneree. Les FC

(M) sont des
modules libres engendres par les orbites 1-periodiques ontratiles du hamiltonien H (a priori
il pourrait ne pas y avoir de telles orbites, mais a posteriori on retrouve le fait qu'il y en a
toujours \suÆsamment"). La graduation est donnee par l'oppose de l'indie de Conley-Zehnder
des orbites periodiques, qui est bien deni si on impose la ondition h
1
(M); 
2
(M)i = 0.
Cette ondition a bien un sens en vue du fait que le groupe de struture du bre tangent
d'une variete sympletique peut toujours e^tre reduit a U(n), gra^e a l'existene de strutures
presque omplexes ompatibles ave la forme sympletique. Le fait ruial est que les orbites
1-periodiques sont les points ritiques de la fontionnelle d'ation, denie sur l'espae des laets
lisses ontratiles dans M :
A
H
() =  
Z
D
2


!  
Z
S
1
H(t; (t))dt ;
ou  designe une extension de  au disque D
2
. Pour que l'ation soit bien denie on suppose
h!; 
2
(M)i = 0. La dierentielle est obtenue en \omptant" les trajetoires de gradient de
A
H
pour une metrique L
2
adaptee, sur le modele du omplexe de Morse (f. 3.2.3) d'une
fontion denie sur une variete ompate. Me^me si la fontionnelle d'ation se omporte mal
par rapport a la methode direte du alul des variations, les espaes de trajetoires de gradient
reliant deux points ritiques satisfont a une propriete de ompaite reminisente de la ondition
de Palais-Smale.
Lorsque la variete sympletique n'est pas ompate mais a un bord de type ontat (i.e.
la forme sympletique est exate au voisinage du bord ave une primitive \positive") on peut
enore onstruire des groupes d'homologie de Floer [FH1, CFH2, V2℄. Ceux-i prennent en
ompte les orbites 1-periodiques a l'interieur de la variete, ainsi que les arateristiques fermees
de periode arbitraire sur le bord. Les arateristiques sont les ourbes tangentes au noyau (1-
dimensionnel) de la forme sympletique restreinte au bord. Elles orrespondent aux orbites de
hamiltoniens qui admettent le bord omme niveau regulier et doivent e^tre entendues omme
des orbites periodiques situees sur un niveau d'energie xe.
Pour une variete sympletique fermee, l'homologie de Floer ne depend pas du hamiltonien
hoisi et onide, a un dealage dans le degre pres, ave l'homologie singuliere. Elle donne
une minoration du nombre d'orbites de periode xee d'un hamiltonien non autonome par la
somme des nombres de Betti de la variete. Dans le as d'une variete a bord de type ontat,
il n'y a pas de orrespondant topologique pour les groupes d'homologie de Floer. Cela justie
le travail de ette these, qui est elui de mettre en evidene des strutures algebriques qui reetent
la presene de strutures geometriques supplementaires sur la variete dont on alule l'homologie
de Floer. Nous traitons en partiulier le as d'un produit de varietes a bord de type ontat
restreint, ainsi que elui d'un ertain type de brations sympletiques, dont les bres en droites
a ourbure negative.
Pour une variete sympletique (M; !) a bord de type ontat, C. Viterbo a mis en evidene
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la ehe naturelle
FH

(M)


 ! H
n+
(M; M); n =
1
2
dimM :
La non-bijetivite de elle-i entra^ne l'existene d'au moins une arateristique fermee sur le
bord. Sous-ertaines onditions, elle entra^ne me^me l'existene d'une arateristique fermee sur
toute hypersurfae a bord de type ontat restreint dans M (f. 1.1.10). C'est la raison pour
laquelle les strutures algebriques etudiees dans ette these (suite exate de Kunneth, suite
spetrale de type Leray-Serre) sont systematiquement mises en relation ave la ehe 

. Elles
sont toutes fontorielles par rapport a elle-i.
Plan de la these. Le premier hapitre, intitule Introdution a l'homologie de Floer, omprend
deux parties. Dans la premiere partie j'expose brievement la onstrution de l'homologie de
Floer pour les varietes a bord de type ontat, je rappelle la maniere de l'appliquer a des
problemes d'existene de arateristiques fermees selon [V2℄ et je presente en detail le as
des boules de C
n
. Ce dernier alul est fait d'une maniere dierente par rapport a eux qui
apparaissent dans la litterature, en perturbant diretement des varietes de Morse-Bott d'orbites
periodiques. La deuxieme partie est dediee a une extension de la denition de l'homologie de Floer
en utilisant une lasse nouvelle de hamiltoniens que j'appelle \asymptotiquement lineaires".
Cette approhe generalise [FH1℄ et [V2℄.
Le deuxieme hapitre, intitule La formule de Kunneth en (o)homologie de Floer, demontre
l'existene d'une suite exate de type Kunneth assoiee a un produit de varietes a bord de
type ontat restreint, munie d'un morphisme induit par 

vers la suite exate de Kunneth
en ohomologie singuliere relative. Cette suite exate de Kunneth doit e^tre entendue omme
une forme de suite spetrale de Leray-Serre en homologie de Floer pour une bration sympletique
triviale.
Le troisieme hapitre, intitule La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Morse,
ommene par derire le formalisme des suites spetrales et la onstrution de l'homologie
de Morse (ave une legere extension par rapport a la litterature existante pour e qui est de
l'utilisation de systemes loaux). Il aboutit a une desription de la suite spetrale lassique de
Leray-Serre en termes exlusifs d'homologie de Morse, ave des appliations pour e qui est de
l'interpretation de la suite exate de Kunneth et de la suite exate longue de Gysin. L'appendie
nal presente un point de vue alternatif en utilisant la theorie de l'indie de Conley. Ce hapitre
onstitue un modele en dimension nie pour les onstrutions realisees dans le hapitre suivant.
Le quatrieme hapitre, intitule La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Floer,
demontre l'existene d'une telle suite spetrale pour les bres en droites hermitiens a ourbure
negative, et aboutit presque a la onstrution d'une suite spetrale pour une lasse generale
de brations sympletiques. Le \presque" signie que je n'ai pas enore demontre une ertaine
estimation d'energie, que je onjeture. La suite spetrale en question est mise en relation ave la
suite spetrale de Leray-Serre par l'intermediaire du travail realise dans le troisieme hapitre.
Chapitre 1: Introdution a l'homologie de Floer. Une premiere partie de e hapitre est
onsaree a une presentation des dierentes approhes de l'homologie de Floer des varietes a
bord de type ontat. Il n'y a pas enore de traitement unitaire de ette onstrution dans
la litterature. Les artiles de base sont [FH1, CFH2, V2℄ et le plus reent [BPS℄. Je mets en
relation les trois onstrutions presentes dans la litterature et j'insiste sur leur denominateur
ommun, a savoir la neessite d'obtenir des estimations C
0
valables a priori sur les solutions
de l'equation de Floer. Un deuxieme aspet important est le fait que les passages a la limite
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impliques dans la onstrution de la (o)homologie sont de type indutif en homologie et de
type projetif en ohomologie. Cela fait que les resultats que nous obtenons plus tard sont
valables en ohomologie uniquement si on travaille a oeÆients dans un orps, pour des raisons
d'exatitude du fonteur de limite projetive. Enn, un troisieme aspet important que je mets
en evidene est le fait que, par le theoreme d'invariane de l'homologie de Floer par rapport
a une isotopie de formes sympletiques obtenu par C. Viterbo [V2℄, l'homologie de Floer non
tronquee par les valeurs de l'ation est en fait un invariant de la variete ouverte qui s'obtient en
rajoutant un o^ne positif au dessus du bord de la variete initiale. La premiere partie nit sur un
alul d'homologie de Floer des boules de C
n
. Le point de vue adopte est dierent de elui qu'on
peut trouver dans la litterature: je perturbe diretement des sous-varietes d'orbites periodiques
qui sont non degenerees au sens de Morse-Bott. Ce alul peut servir omme exemple aux
tehniques de [Bg, BPS, Po℄ et suit une suggestion de [CFHW2℄.
La deuxieme partie du hapitre vise a etendre la denition de l'homologie de Floer de [V2℄
a une lasse plus large de hamiltoniens. Nous prenons le parti de travailler diretement ave
des varietes ouvertes. Cela sera partiulierement eÆae lors de la demonstration de la formule
de Kunneth. Les onditions que j'impose sont preisees par la denition suivante.
Denition 1.2.2. Une variete sympletique (

M; !) est dite admissible si elle satisfait aux ondi-
tions suivantes :
  il existe un hamp de veteurs  deni en dehors d'un ompat, omplet en temps positif
et veriant L

! = !. On l'appelle hamp de Liouville.
  il existe une hypersurfae ompate  transverse a  telle que
{

M n  admet au moins deux omposantes onnexes dont exatement une est rela-
tivement ompate, notee M ;
{ l'appliation
	 :  [1
 
; +1[ !

M
(x; S) 7 ! '
lnS
x
est bien denie et induit un sympletomorphisme entre
 
  [1;+1[; d(Sj)

et
(

M nM; !). Ii 1
 
est un reel positif plus petit que, et suÆsamment prohe de 1, le
ot de  est note ' et j designe la restrition de  = 

! a .
Des varietes de e type sont aussi appelees dans la litterature [EG℄ \onvexes a l'inni".
Une hypersurfae  satisfaisant aux proprietes preedentes sera appelee hypersurfae de trivi-
alisation pour un voisinage de l'inni dans

M . Une variete est admissible si et seulement si elle
est sympletomorphe a la ompletee M [ M  [1; 1[ d'une variete sympletique a bord de
type ontat. Les strutures presque omplexes adaptees aux varietes sympletiques du type
 
 [1; 1[; d(Sj)

sont derites par la denition suivante.
Denition 1.2.1. Soit (; ) une variete de ontat. On note  = ker  la distribution de ontat
et on munit   [1; 1[ de la forme sympletique d(S). On note X
Reeb
le hamp de Reeb
sur  deni par (X
Reeb
)d = 0, (X
Reeb
) = 1. Une struture presque omplexe J sur ( 
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[1; 1[; d(S)) est dite standard si les onditions suivantes sont veriees :
J
(x; S)
(

S
) =
1
S
X
Reeb
(x) ;
J
(x; S)
(X
Reeb
(x)) =  S

S
;
J
(x; S)
j

= J
0
;
ou J
0
est une struture presque omplexe ompatible ave d sur  i.e. dj

(; J
0
) est une
metrique riemannienne. On appellera metrique onique sur [1;+1[ la metrique d(S)(; J )
assoiee a une telle struture presque omplexe.
La lasse de hamiltoniens que j'introduis est la suivante.
Denition 1.2.3. Soit

M une variete admissible et  une hypersurfae de trivialisation pour un
voisinage de l'inni dans

M . Un hamiltonien H(t; x) : S
1


M  ! R est dit asymptotiquement
lineaire s'il existe une fontion f :   ! R
+
telle que, en notant
e
H = H Æ 	 et F (x; S) =
Sf(x), on ait
jX
e
H
(t; x; S) X
F
(x; S)j
p
S
S!1
 ! 0
uniformement par rapport a t 2 S
1
et x 2 , la norme j  j etant onsideree par rapport a une
metrique onique sur  [1; +1[.
Le theoreme prinipal que j'obtiens dans e hapitre est enone i-dessous. Il assure l'existene
de bornes C
0
valables a priori sur les solutions de l'equation de Floer a parametre et assure
que les hamiltoniens admissibles peuvent e^tre utilises pour etendre la denition de l'homologie
de Floer.
Theoreme 1.2.5. Soient H(s; t; u), s 2 R une famille a un parametre de hamiltoniens admissibles
et
b
J(s; t; u), s 2 R une famille a un parametre de strutures presque omplexes standard a
l'inni, satisfaisant aux onditions (1.24 - 1.34). Il existe une onstante d = d(H;
b
J) > 0 telle
que toute solution de
u
s
+
b
J(s; t; u)u
t
 rH(s; t; u) = 0 ;
 1 < inf
s2R
A
H(s)
(u(s)); sup
s2R
A
H(s)
(u(s)) < +1
verie
sup
(s; t)2RS
1
S Æ u(s; t)  d :
Chapitre 2: Formule de Kunneth en homologie de Floer. Les deux theoremes que j'obtiens
dans e hapitre sont enones i-dessous. La suite exate de Kunneth en (o)homologie de Floer
doit e^tre entendue omme une forme amelioree de suite spetrale de type Leray-Serre pour une
bration triviale.
Theoreme 2.1.2. [Formule de Kunneth en homologie de Floer℄ Soient (M; !), (N; ) des varietes
sympletiques ompates a bord non vide de type ontat restreint. On suppose que h!; 
2
(M)i =
h
1
(M); 
2
(M)i = 0, h; 
2
(N)i = h
1
(N); 
2
(N)i = 0. On pose dimM = 2m, dimN = 2n.
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a. Pour tout k 2 Z on a une suite exate :
0
// L
r+s=k
FH
r
(M; !) 
 FH
s
(N; )
//
FH
k
(M N; !  )

L
r+s=k 1
Tor
1
 
FH
r
(M; !); FH
s
(N; )
 //
0
Cette suite exate est sindee, mais pas anoniquement.
b. On a le morphisme suivant entre les suites exates de Kunneth, ou 

designe l'appliation
duale a 

, denie de l'homologie singuliere vers l'homologie de Floer, k; r; s; r
0
; s
0
sont
des entiers et l'homologie est alulee a oeÆients entiers.
0
// L
r+s=k
FH
r
(M)
 FH
s
(N)
//
FH
k
(M N)
//
Tor
1; k 1
(FH)
//
0
L
r+s=k
H
m+r
(M; M)
H
n+s
(N; N)





OO
g
Tor
1; m+n+k 1
(H)
Tor(

)
OO
0
// L
r
0
+s
0
=m+n+k
H
r
0(M; M)
H
s
0 (N; N)
//
H
m+n+k
(M N; (M N))
//


OO
Tor
1; m+n+k 1
(H)
//
0
Nous avons utilise les notations suivantes (k 2 Z):
Tor
1; k 1
(FH) =
M
r+s=k 1
Tor
1
 
FH
r
(M); FH
s
(N)

;
Tor
1;m+n+k 1
(H) =
M
r
0
+s
0
=m+n+k 1
Tor
1
 
H
r
0
(M; M); H
s
0
(N; N)

;
g
Tor
1;m+n+k 1
(H) =
M
r+s=k 1
Tor
1
 
H
m+r
(M; M); H
n+s
(N; N)

:
Les me^mes resultats sont valables a oeÆients dans un A-module quelonque, ave A un anneau
arbitraire, en remplaant Tor
Z
1
par Tor
A
1
.
Theoreme 2.1.3. [Formule de Kunneth en ohomologie de Floer a oeÆients dans un orps℄ Sous
les hypotheses du theoreme preedent, les aÆrmations suivantes sont valables :
a. Pour tout k 2 Z on a un isomorphisme
L
r+s=k
FH
r
(M; !)
 FH
s
(N; )
 //
FH
k
(M N; !  ) ;
les groupes de ohomologie etant alules a oeÆients dans un orps.
b. On a le diagramme ommutatif suivant, ou 

designe l'appliation anonique depuis la
ohomologie de Floer vers la ohomologie singuliere, k; r; s; r
0
; s
0
sont des entiers et la
ohomologie est alulee a oeÆients dans un orps.
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L
r+s=k
FH
r
(M) 
 FH
s
(N)
 //






FH
k
(M N)



L
r+s=k
H
m+r
(M; M)
H
n+s
(N; N)
L
r
0
+s
0
=m+n+k
H
r
0
(M; M)
H
s
0
(N; N)
 //
H
m+n+k
(M N; (M N))
La demonstration des deux theoremes est basee sur un argument de redressement, ou un
hamiltonien du type H +K, ave H et K asymptotiquement lineaires denis sur M et N re-
spetivement, est rendu asymptotiquement lineaire sur le produit des ompletees sympletiques

M 
b
N .
Chapitre 3: La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Morse. La premiere se-
tion du hapitre introduit en detail le formalisme des suites spetrales, la suite de Leray-Serre
lassique et l'homologie de Morse sur une variete ompate. Par rapport a la litterature, le traite-
ment de l'homologie de Morse est legerement generalise pour prendre en ompte des systemes
de oeÆients non triviaux sur la variete en question. Je hoisis de demontrer l'isomorphisme
entre homologie de Morse et homologie singuliere par l'intermediaire de l'homologie ellulaire,
en utilisant un resultat de F. Laudenbah [L1℄ qui aÆrme que, lorsque le omportement d'un
hamp de type Morse-Smale est ontro^le au voisinage des points ritiques, les varietes instables
forment une deomposition ellulaire de la variete ambiante.
Le reste du hapitre explique omment interpreter la suite spetrale de Leray-Serre ex-
lusivement en termes de fontions de Morse et trajetoires de (pseudo)-gradient. Des in-
terpretations alternatives de la suite spetrale de Leray-Serre sont deja onnues, notamment
[AB, Fu, Fo℄. L'approhe que je presente est plus expliite et a en vue la generalisation a
l'homologie de Floer. Des travaux dans la me^me diretion ont ete realises simultanement ave
les notres par M. Huthings [Hu℄. Les deux theoremes que je demontre sont enones i-dessous.
J'explique a la n du hapitre omment reuperer les interpretations de la suite exate de
Kunneth [Sh1℄ et de la suite exate longue de Gysin [Ft℄. L'appendie explique une approhe
alternative de l'isomorphisme entre l'homologie de Morse et l'homologie singuliere en utilisant
la theorie de l'indie de Conley et la notion de ltration par ouples indexants [F4, S2℄. Je
montre notamment que et isomorphisme ne depend pas de la ltration par ouples indexants,
un fait qui ne semble pas e^tre mentionne dans la litterature.
Theoreme 3.3.1. [Suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Morse pour brations sans bord℄
Soit (E; B; F; ) une bration loalement triviale lisse ompate sans bord. Soit f : B  ! R
une fontion de Morse et posons
e
f = f Æ . Pour tout  > 0 il existe une fontion de Morse
f

: E  ! R telle que k f

 
e
f k
C
1
  et un hamp X

qui est un pseudo-gradient negatif par
rapport a f

, veriant fX

= 0g = Crit(f

) et
(Crit(f

)) = Crit(f) :
De plus : a) Il existe une suite spetrale (E
r
)
r2
qui onverge vers H

Morse
(E; X

) et qui verie
E
p;q
2
= H
p
Morse
(B; H
q
Morse
(F )) :
Introdution 11
La notation H
q
Morse
(F ) designe un systeme loal de oeÆients isomorphe au systeme loal de
Leray-Serre, alors que H

Morse
(E; X

) designe la ohomologie de Morse de E alulee par rapport
au hamp de pseudo-gradient X

. Cette suite spetrale, ainsi que le systeme de oeÆients
H
q
Morse
(F ), sont onstruits exlusivement en termes de ohomologie de Morse.
b) Cette suite spetrale est isomorphe a la suite spetrale de Leray-Serre habituelle par un
isomorphisme qui depend uniquement du hoix d'orientations pour les varietes instables de X

.
La preuve de l'enone pour varietes a bord en ohomologie relative utilise la dualite de
Poinare. C'est la raison pour laquelle nous imposons des hypotheses d'orientabilite sur la bre
et l'espae total.
Theoreme 3.4.2. [Suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Morse pour brations a bord℄
Soit F ,! E

 ! B une bration loalement triviale lisse ave B fermee et F ompate ave
bord non vide. On suppose que F et E sont orientables. Soit f : B  ! R une fontion de
Morse et posons
e
f = f Æ . Pour tout  > 0 il existe une fontion de Morse f

: E  ! R telle
que k f

 
e
f k
C
1
  et un hamp X

qui est un pseudo-gradient negatif par rapport a f

et qui
pointe vers l'exterieur le long de E, tels que fX

= 0g = Crit(f

) et
(Crit(f

)) = Crit(f) :
De plus : a) Il existe une suite spetrale (E
r
)
r2
qui onverge vers
H

Morse
(E; X

) ' H

(E; E)
et qui verie
E
p;q
2
= H
p
Morse
(B; H
q
Morse
(F; F )) :
La notation H
q
Morse
(F; F ) designe un systeme loal de oeÆients isomorphe au systeme loal
de Leray-Serre de bre H
q
(F; F ). Cette suite spetrale, ainsi que le systeme de oeÆients
H
q
Morse
(F; F ), sont onstruits exlusivement en termes de ohomologie de Morse.
b) La suite spetrale (E
r
)
r2
est isomorphe a la suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie
relative par un isomorphisme qui depend uniquement du hoix d'orientations pour les varietes
instables de X

, ainsi que du hoix d'orientations sur F et E.
Chapitre 4: La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Floer. Le quatrieme
hapitre de ette these etudie l'existene d'une suite spetrale de type Leray-Serre en oho-
mologie de Floer pour un ertain type de brations sympletiques dont l'espae total est une
variete admissible au sens de la denition donnee plus haut. Le adre que nous avons hoisi est
elui des espaes bres au-dessus de bases ompates et ayant une bre ouverte admissible, mais
il sera tout aussi interessant d'etudier le as des bases ouvertes ave bre ouverte ou fermee.
Le hoix des hypotheses est motive par l'existene d'une rihe lasse d'exemples (les bres en
droites hermitiens a ourbure negative) et par la presene de diÆultes representatives pour
l'etude de l'homologie de Floer des espaes bres. La lasse de varietes ave laquelle je travaille
est preisee par la denition suivante.
Denition 4.1.2. Une bration sympletique forte a base ompate est une variete
b
E munie d'une
struture de bration loalement triviale lisse de base B, bre
b
F et projetion  :
b
E  ! B,
satisfaisant aux onditions suivantes:
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1. il existe une 2-forme fermee 
 2 

2
(
b
E), d
 = 0 admettant une primitive  denie hors
d'un ompat, d = 
, ave la propriete que toutes les bres (
b
F
z
; 
j
b
F
z
; j
b
F
z
), z 2 B sont
des varietes admissibles. On a designe par
b
F
z
la bre 
 1
(z), z 2 B ;
2. la base B est ompate sans bord, munie d'une forme sympletique  ;
3. il existe une primitive  de 

 denie hors d'un ompat, d = 

 ;
4. il existe 
0
> 0 tel que (
b
E; 

 + 
; + ), 0 <   
0
est une variete admissible.
La ondition 1. est apparentee a l'existene d'une forme de ouplage [LaM℄ pour brations
hamiltoniennes a bre ompate, alors que les onditions 2. a 4. ont omme prinipe direteur
le fait de demander que l'espae total soit une variete admissible par rapport a une forme
sympletique du type 

 + 
 pour  > 0 suÆsamment petit. Il est naturel de onsiderer
des formes sympletiques du type 

 + 
 puisqu'elles sont loalement prohes d'une forme
sympletique "produit" omme elle onsideree dans le deuxieme hapitre de ette these.
Un premier theoreme que j'obtiens est le suivant.
Theoreme (x4.5) [Suite spetrale de Leray-Serre pour un bre en droites a ourbure negative℄ Soit
(B; ) une variete sympletique fermee dont la forme sympletique est entiere [℄ 2 H
2
(B; Z).
Soit L  ! B un bre en droites omplexes tel que 
1
(L) =  [℄. On pose dimB = 2n.
a) L'espae total L est muni d'une struture de bration sympletique forte (a base om-
pate) ;
b) Il existe une suite spetrale (E
r
)
r2
qui onverge vers FH

(L), dont le deuxieme terme
est E
p;q
2
= H
n+p
(B; FH
q
(
b
F )).
Corollaire 4.5.2. [Cohomologie de Floer des bres en droites a ourbure negative℄ Sous les hypotheses
preedentes, on a
FH

(L) = 0 :
Noter le fait que le dealage des indies dans le point b) du theoreme provient de la nor-
malisation des indies de Conley-Zehnder et de Morse que nous avons adoptee. Le orollaire
a des onsequenes immediates pour e qui est de l'existene d'orbites periodiques sur des
hypersurfaes de type ontat restreint dans L.
Sous des hypotheses tehniques (qui sont en partiulier veriees par les bres en droites
a ourbure negative), j'ai beauoup avane dans la demonstration du theoreme general que
j'enone i-dessous. Dans ma ligne de raisonnement il manque un argument: une estimation
d'energie (Conjeture 4.4.3) apparentee au lemme de monotonie de Gromov [G℄ et au lemme de
monotonie hamiltonienne de Cieliebak [Ci℄.
Theoreme 4.2.1 (inomplet) [suite spetrale de type Leray-Serre ohomologique℄ N.B. : Tous les
groupes de ohomologie i-dessous sont alules a oeÆients dans un orps k xe.
Soit
b
E une bration sympletique forte, satisfaisant aux onditions i. a vi. du hapitre 4.
On pose dimB = 2n, dimF = 2k. Pour toute fontion de Morse f : B  ! R il existe une
suite spetrale
 
E
p;q
r
(f)

r2
veriant les proprietes suivantes :
  E
p;q
2
(f) = H
n+p
Morse
(B; f ; FH
q
(
b
F )), ou FH
q
(
b
F ) est un systeme de oeÆients sur B de
bre FH
q
(
b
F );
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  E
p;q
r
(f) =) FH

(
b
E; [


℄), au sens ou il existe un k-espae vetoriel ltre L
f
isomorphe
a FH

(
b
E; [


℄) et tel que E
p;q
1
(f) = grL
f
.
  on a un morphisme de systemes de oeÆients  : FH

(
b
F )  ! H
k+
(F; F ) qui
onide sur haque bre ave le morphisme 

: FH

(
b
F
z
)  ! H
k+
(F
z
; F
z
), z 2 B.
Ii H

(F; F ) designe le systeme de oeÆients de Leray-Serre ohomologique assoie a
la bration a bord (E; B; F; ) (f. 4.1.6).
  on a un morphisme de suites spetrales  
r
: E
p;q
r
(f)  !
LS
E
n+p;k+q
r
, r  2 vers la suite
spetrale de Leray-Serre de la bration a bord (E; B; F; ), dont la limite
 
1
: E
p;q
1
(f)  !
LS
E
n+p;k+q
1
onide ave le morphisme induit par la ehe


: FH

(
b
E)  ! H
n+k+
(E; E). On sous-entend que la ehe 

preserve les ltra-
tions respetives sur FH

(
b
E) et H
n+k+
(E; E). De plus,  
2
onide ave le morphisme
induit par le morphisme de systemes de oeÆients .
L'argument que j'ai developpe passe par une normalisation de la forme 
 au dessus des
points ritiques d'une fontion de Morse sur la base. Il utilise le fait que, pour  xe, les orbites
1-periodiques d'un hamiltonien roissant dans les bres dont la pente est de l'ordre de 
+Æ 1
,
; Æ > 0, + Æ < 1 sont ontro^lees par les orbites 1-periodiques de la relevee d'une fontion de
Morse sur la base. Modulo l'estimation d'energie que j'ai mentionnee plus haut, un passage a
la limite selon   ! 0 permet de onlure.
Ouvertures. A la n de e travail, je souleve quelques questions qui me semblent interessantes.
1. Quelles sont les situations generales sous lesquelles on peut demontrer des estimations
d'energie pour des solutions de l'equation de Floer 
J
u = r
J
H ? Pour H = 0 les resultats de
e genre sont onnus sous le nom de \lemmes de monotonie de Gromov". L'artile [Ci℄ donne
un exemple ave H 6= 0 dans C
n
, le lemme 2.4.1 en donne un autre base sur le lemme de
monotonie habituel dans un produit de varietes et la onjeture 4.4.3 fournit un adre plausible
et interessant dans des espaes bres.
2. Quelle est la lasse la plus large de hamiltoniens a travers lesquels on peut denir les
groupes d'homologie de Floer? L'importane de ette question est mise en evidene par tout
le present travail. Chaque extension representative de la lasse des hamiltoniens admissibles
fournira des informations sur les groupes d'homologie de Floer pour des espaes nouveaux et
pourra simplier maintes preuves anterieures. Par exemple, le fait de degager la notion de
hamiltonien asymptotiquement lineaire nous a permis de donner un traitement rigoureux de
la formule de Kunneth et de prouver de faon simple l'existene de la suite spetrale pour des
bres en droites negatifs.
La situation ideale serait de denir une lasse de hamiltoniens admissibles
en termes topologiques pluto^t que dynamiques. Cela annulerait toutes les diÆultes liees a
la denition de l'homologie de Floer et permettrait de realiser des onstrutions purement
geometriques. Cela pourrait demander un retour aux origines de la theorie de Floer, a savoir la
theorie de l'indie de Conley. Des travaux dans ette diretion ont ete realises pour l'homologie
de Floer des instantons sur les 3-varietes par P. Kronheimer et C. Manolesu (2001).
3. Existe-t-il une theorie interessante des brations hamiltoniennes (de groupe strutural
egal a Ham(
b
F )) a bre non ompate admissible
b
F ? Les travaux de F. Lalonde, D. MDu,
L. Polterovih et P. Seidel montrent l'existene d'une geometrie interessante et surprenante
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lorsque la bre est ompate. Dans le dernier hapitre de ette these nous n'avons me^me pas
eu besoin de supposer que le groupe de struture est egal a Symp(
b
F ), mais il est bien possible
que des phenomenes nouveaux apparaissent dans e adre, notamment de degeneresene de la
suite spetrale, en aord ave la philosophie du \sindement ohomologique" pour brations
hamiltoniennes a bre ompate [LaM℄.
1. CONSTRUCTION DE L'HOMOLOGIE DE FLOER
Ce hapitre presente le ontexte de l'homologie de Floer et ses proprietes fondamentales que
nous allons utiliser par la suite, tout en donnant une denition etendue et plus exible de elle-
i dans le as des varietes ouvertes onvexes a l'inni (que j'appelle admissibles dans la setion
1.2.1). Les setions 1.1.1 - 1.1.4 reprennent du materiel lassique onernant l'homologie de
Morse et Floer, en insistant tout speialement sur la neessite d'avoir des bornes C
0
a priori
sur les trajetoires de Floer an de pouvoir la denir pour les varietes a bord. La setion 1.1.5
presente le alul de la ohomologie de Floer d'une boule dans C
n
, ave un alul expliite du
omplexe de Floer obtenu en perturbant diretement des varietes ritiques d'orbites periodiques.
Je presente dans la setion 1.2 le formalisme des hamiltoniens asymptotiquement lineaires, je
demontre l'existene de bornes C
0
a priori et je donne une nouvelle denition de l'homologie
de Floer, adaptee aux appliations des hapitres suivants.
1.1 Prinipes generaux
1.1.1 Homologie de Morse
La onstrution des groupes d'homologie de Floer est une vaste generalisation en dimension
innie du omplexe de Thom-Smale-Witten (TSW). Rappelons brievement la onstrution de e
dernier (f. 3.2.3) : etant donnee une variete lisse ompate L, une fontion de Morse f : L  ! R
et une metrique riemannienne g generique pour une ertaine propriete de transversalite, on
denit deux omplexes, homologique et ohomologique respetivement, en posant
(1.1) C
Morse
q
(L; r
g
f) =
M
r
g
f(x) = 0
ind
f
(x) = q
Zhxi ; (1.1
0
) C
q
Morse
(L; r
g
f) =
M
r
g
f(x) = 0
ind
f
(x) = q
Zhxi;
(1.2) 
Morse
: C
Morse
q
(L; r
g
f)  ! C
Morse
q 1
(L; r
g
f) ; (1.2
0
) Æ
Morse
: C
q
Morse
(L; r
g
f)  ! C
q+1
Morse
(L; r
g
f) ;
(1.3) 
Morse
hxi =
X
ind
f
(y)=q 1
#
 
M(x; y ;  r
g
f)=R

hyi : (1.3
0
) Æ
Morse
hxi =
X
ind
f
(y)=q+1
#
 
M(y; x ;  r
g
f)=R

hyi :
La notation M(y; x ;  r
g
f) designe l'espae des trajetoires de gradient negatif depuis
y vers x, naturellement muni d'une ation de R par translation. La ondition de transver-
salite mentionnee plus haut designe la transversalite de l'intersetion des varietes stables et
instables de  r
g
f . Elle assure en partiulier le fait queM(y; x ;  r
g
f) est une variete lisse
de dimension ind
f
(y)   ind
f
(x), ou ind
f
designe l'indie de Morse d'un point ritique de la
fontion f . Pour une dierene des indies egale a 1, une desription soignee de la onver-
gene des suites de trajetoires assure la nitude du quotientM(y; x ;  r
g
f)=R, alors qu'un
hoix d'orientations des varietes instables permet de ompter algebriquement ses elements et
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de donner un sens aux oeÆients qui apparaissent dans l'expression de 
Morse
et Æ
Morse
. Les
identites ruiales 
2
= 0 et Æ
2
Morse
= 0 sont une onsequene d'un theoreme de reollement.
Celui-i onstitue, ave l'analyse de la onvergene des suites de trajetoires, une desription de
la ompatiation des M(y; x;  r
g
f)=R par \trajetoires brisees". Finalement, l'homologie
des omplexes ainsi onstruits alule l'homologie et respetivement la ohomologie singuliere
H

(C
Morse

(L;  r
g
f)) ' H

(L ; Z), H

(C

Morse
(L;  r
g
f)) ' H

(L ; Z).
Nous devons mentionner deux extensions du adre presente i-dessus, qui prendront de
l'importane par la suite. Premierement, le hamp de gradient negatif peut e^tre remplae par
un hamp de pseudo-gradient negatif X satisfaisant la me^me ondition de transversalite et
onidant ave un  r
g
f au voisinage des points ritiques. Deuxiemement, lorsque la variete
L n'est pas ompate, la me^me demarhe fontionne si f satisfait a la ondition de Palais-
Smale : toute suite (x
n
) telle que f(x
n
) est bornee et r
g
f(x
n
)  ! 0 ontient une sous-suite
onvergente. La ondition de Palais-Smale peut evidemment e^tre formulee pour un hamp
de pseudo-gradient. Pour des reels a < b les omplexes onstruits sur les points ritiques
situes dans f
 1
[a; b℄ alulent respetivement l'homologie et la ohomologie singuliere relative
H

(C
Morse

(L;  r
g
f ; a; b)) ' H

(f
b
; f
a
; Z), H

(C

Morse
(L;  r
g
f ; a; b)) ' H

(f
b
; f
a
; Z).
Pour un reel  nous utilisons la notation f

= ff  g.
1.1.2 Homologie de Floer des varietes fermees
Nous derivons maintenant les grandes lignes de onstrution de l'homologie de Floer hamil-
tonienne pour une variete ompate sans bord. Une referene onentree sont les notes de ours
de D. Salamon [S3℄, alors que les details omplets sous l'hypothese d'aspheriite sympletique
h!; 
2
(M)i = 0 qu'on impose dans e travail se trouvent dissemines dans plusieurs artiles
de A. Floer dont [F2, F3℄. Cette hypothese peut e^tre eliminee, mais nous l'avons adoptee
pour eviter les diÆultes liees a la presene de \bulles" dans la onvergene de Gromov des
ourbes pseudo-holomorphes ou elles liees a la tehnique du yle virtuel. Nous supposerons
aussi h
1
; 
2
(M)i = 0. Les motivations de e hoix sont expliquees plus bas en relation ave
l'indie de Conley-Zehnder. Nous donnons des details uniquement pour les aÆrmations que
nous utiliserons de maniere direte par la suite et nous renvoyons a des referenes preises pour
le reste.
Soit (M; !) une variete sympletique ompate qui verie h!; 
2
(M)i = 0. Soit H : S
1

M  ! R un hamiltonien dependant du temps et X
H
le hamp hamiltonien deni par 
X
H
! =
dH(t; ). Soit J
t
2 End(TM), t 2 S
1
un laet de strutures presque omplexes ompatibles
ave la forme sympletique i.e. telles que g
J
t
(; ) = !(; J
t
), t 2 S
1
sont des formes bilineaires
symetriques denies positives. On aura alors J
t
X
H
(t; ) = r
g
J
t
H(t; ).
La onstrution de l'homologie de Floer suit de pres elle de l'homologie TSW ave les
analogies suivantes :
Variete L  ! Espae des laets ontratiles dans M; note L
Metrique g  ! Metrique L
2
sur L : h; i =
Z
S
1
g
J
t
 
(t); (t)

dt;
;  2 T

L = 

TM
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Fontion f  ! Fontionnelle d'ation A
H
: L  ! R;
 7 !  
Z
D
2


!  
Z
S
1
H(t; (t))dt
df(x)  ! dA
H
()   =  
Z
S
1
!
 
(t); _(t) X
H
((t))

dt
Point ritique de f  ! Orbite 1  periodique : _(t) = X
H
(t; (t))
r
g
f  ! r
J
A
H
() = J
t
_   J
t
X
H
Trajetoire de gradient negatif  ! Appliation u : R  ! L  u : R S
1
 !M
veriant
u
s
+ J
t
(u(s; t))
u
t
 r
g
J
t
H
 
t; u(s; t)

= 0(1.4)
et ayant une energie bornee
E(u) =
1
2
Z
S
1
Z
R



u
s


2
+


u
t
 X
H
(t; u)


2

ds dt <1(1.5)
Faisons quelques ommentaires avant de poursuivre le ditionnaire. Pour un laet ontratile
 : S
1
 ! M nous avons note  : D
2
 ! M une extension telle que j
D
2
= . L'hypothese
d'aspheriite sympletique entra^ne alors la bonne denition de la fontionnelle d'ation i.e. son
independane par rapport au hoix de l'extension .
D'un point de vue formel, l'analogue des trajetoires de gradient negatif en dimension nie
sont les appliations u : R  S
1
 ! M satisfaisant l'equation (1.4). En dimension nie et
pour des varietes ompates ela entra^ne de faon automatique la onvergene aux extremites
vers des points ritiques de f . Par ontre, en dimension innie il faut imposer une ondition
supplementaire pour assurer la onvergene (a vitesse exponentielle) aux extremites vers des
orbites 1-periodiques. Cette ondition est preisement donnee par la nitude de l'energie (1.5)
et il s'avere que les deux proprietes sont equivalentes [S3℄.
L'energie onstitue en fait le prinipe variationnel dont les solutions de l'equation (1.4)
realisent le minimum absolu. Pour des orbites x, y de periode 1 denotons par U(y; x) l'espae
des fontions u : R  S
1
 ! M qui verient lim
s! 1
u(s; t) = y(t), lim
s!+1
u(s; t) = x(t)
ave onvergene uniforme en t. Tout element u 2 U(y; x) verie alors
E(u) =
1
2
Z
S
1
Z
R



u
s
+ J
t
(u)
u
t
 rH(t; u)



2
ds dt+A
H
(y) A
H
(x) :
Cela deoule sans probleme des identites  
d
ds
A
H
(u(s; )) =
R
S
1
!(u
s
; u
t
 X
H
) dt et ju
s
+Ju
t
 
JX
H
j
2
= ju
s
j
2
+ ju
t
 X
H
j
2
  2
R
S
1
!(u
s
; u
t
 X
H
) dt. Le minimum A
H
(y) A
H
(x) de l'energie
sur U(y; x) est atteint preisement par les solutions de l'equation (1.4) et on note M(y; x)
l'ensemble de es trajetoires. Nous appelerons \trajetoire de Floer" un element deM(y; x).
Un prinipe variationnel similaire est disponible en dimension nie pour arateriser les
trajetoires de gradient negatif : on denit, pour  : R  ! L, l'energie E
f; g
() =
1
2
R
R
j _j
2
+
jr
g
f()j
2
ds. La ondition de transversalite disutee au 1.1.1 peut e^tre formulee en termes de
surjetivite du linearise de l'equation des trajetoires de gradient [S2℄ :
D

 = r
s
 +r

rf();  2 

TL :
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Une ondition de transversalite similaire doit e^tre veriee en dimension innie pour que les
espaesM(y; x) possedent une struture de variete de dimension nie. Le linearise
D
u
 = r
s
 + J(u)r
t
 +r

J(u)u
t
 r

rH(t; u);  2 u

TM
de l'equation (1.4) doit e^tre Fredholm et surjetif i.e. l'equation (1.4) doit e^tre submersive
au dessus de zero. Le aratere Fredholm equivaut a la non-degeneresene des orbites 1-
periodiques de H, alors que la surjetivite est veriee pour un hoix generique de H et J . La
suite de notre ditionnaire s'erira:
Points ritiques non degeneres  ! Orbites 1  periodiques non degenerees
Indie de Morse ind
Morse
(x)  ! Indie de Conley-Zehnder i
CZ
() d'une
d'un point ritique x orbite periodique ; pris ave signe negatif
dimM(y; x) = ind
Morse
(y)  ind
Morse
(x)  !
dimM(y; x) = i
CZ
(x)  i
CZ
(y)
=  i
CZ
(y) 
 
  i
CZ
(x)

Mettons en evidene le fait que, a la dierene de la dimension nie, l'indie d'inertie de la
hessienne de A
H
en un point ritique est mal deni: elle admet un nombre inni de valeurs pro-
pres negatives, aussi bien que positives. Cei peut e^tre failement vu sur l'exemple simple suiv-
ant. ConsideronsH = 0 sur C et l'ation d'un laet  =
P
k2Z
z
k
e
ikt
sera
R
xdy = 
P
k2Z
kjz
k
j
2
.
Les espaes propres positif et negatif de ette forme quadratique sont evidemment de dimen-
sion innie. D'ailleurs, ela montre de nouveau l'inadaptation de la theorie de Morse lassique
a e ontexte : elle reviendrait a reoller des disques de dimension innie le long de spheres de
dimension innie, don ontratiles. Les invariants homotopiques des espaes obtenus seraient
nuls a tout moment.
L'indie de Conley-Zehnder est un entier assoie a un hemin de matries sympletiques
partant de l'identite et aboutissant a une matrie dont le spetre ne ontient pas la valeur
propre 1. A toute orbite periodique  on peut ainsi assoier un indie de Conley-Zehnder en
regardant le linearise du ot hamiltonien dans une trivialisation de TM au dessus d'un disque
. L'hypothese d'annulation de la premiere lasse de Chern sur 
2
(M) assure que deux telles
trivialisations sont homotopes le long de , d'ou l'independane de i
CZ
() par rapport au hoix
de . Nous expliquons a la n de e paragraphe pourquoi le bon analogue de l'indie de Morse
est l'indie de Conley-Zehnder pris ave signe negatif, pluto^t que l'indie de Conley-Zehnder
tout simplement.
Si les hypotheses de transversalite sont veriees, le theoreme des fontions impliites assure
que la dimension deM(y; x) en u est egale a l'indie de D
u
. L'identiation ave la dierene
des indies de Conley-Zehnder est une onsequene d'une araterisation en termes du ot
spetral d'une ertaine famille d'operateurs dierentiels d'ordre 1 assoiee a l'equation (1.4)
[RS1, RS2, S3℄.
Le seul ingredient qui manque pour denir formellement un omplexe dierentiel
homologique / ohomologique a la maniere des omplexes TSW est une reette pour assoier
un signe a haque trajetoire de Floer reliant des orbites dont la dierene des indies est egale
a 1. Il suÆt de dire a e point qu'il y en a une [FH2, S2℄.
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Denition. Les omplexes de Floer homologique FC

(M ; H; J) / ohomologique FC

(M ; H; J)
sont formellement denis par les equations (1.1, 1.2, 1.3), (1.1
0
, 1.2
0
, 1.3
0
) respetivement. La
graduation est donnee par l'oppose de l'indie de Conley-Zehnder.
La denition depend des resultats de transversalite et non-degeneresene mentionnes plus
haut. Pour un hamiltonien dont les orbites periodiques sont non degenerees, eux-i sont val-
ables pour un ensemble J
reg
(H) generique au sens de Baire de strutures presque omplexes.
Inversement, pour une famille J = (J
t
) xee, les resultats de transversalite sont valables pour
un ensemble H
reg
(J) generique au sens de Baire dans C
1
(S
1
M; R). En dimension nie, ela
revient a presrire la metrique et a hoisir une fontion de Morse generique: du point de vue
de la generiite, les deux objets (metrique et fontion) sont symetriques.
Pour xer les idees, tous les ommentaires qui suivent onerneront les groupes de o-
homologie. La distintion homologie - ohomologie ne prendra de l'importane que pour les
varietes a bord : la denition omprendra omme ingredient supplementaire un passage a la
limite qui sera de type indutif ou projetif, selon qu'on hoisit un formalisme homologique ou,
respetivement, ohomologique.
La propriete fondamentale de la ohomologie de Floer
FH

(M ; H; J) = H

(FC

(M ; H; J))
est l'independane par rapport au hamiltonien et a la struture presque omplexe. Pour deux
paires (H
0
; J
0
), (H
1
; J
1
) qui verient les onditions de regularite preedentes il existe une ho-
motopie de paires regulieres (H
t
; J
t
), t 2 [0; 1℄. Toute telle homotopie induit un isomorphisme
FH

(M ; H
0
; J
0
)

 ! FH

(M ; H
1
; J
1
) qui, de plus, ne depend pas de l'homotopie reguliere
hoisie. Cela fait qu'on peut identier la ohomologie de Floer ave un invariant topologique
lassique, a savoir la ohomologie singuliere. Considerons pour ela le as partiulier d'un hamil-
tonien H qui est independant du temps et qui est une fontion de Morse. Tout point ritique
x de H est aussi une orbite 1-periodique et, en vue de la onvention X
H
=  JrH, on deduit
pour la normalisation usuelle de l'indie de Conley-Zehnder i
CZ
(x) = n   ind
Morse
(x;  H),
n =
1
2
dimM ou enore ind
Morse
(x;  H) = n +
 
  i
CZ
(x)

. Lorsque H est aussi suÆsam-
ment petit en norme C
2
on peut montrer que les trajetoires de Floer (veriant l'equation
u
s
+ Ju
t
= rH) qui relient des points dont la dierene des indies est egale a 1 sont en fait
independantes du temps [F3℄, e qui fait que le omplexe de Floer onide ave le omplexe
TSW orrespondant a rH. On retrouve alors, pour la graduation sur FC

donnee par l'oppose
de l'indie de Conley-Zehnder, l'isomorphisme
FH

(M; !) ' H
n+
(M ; Z); n =
1
2
dimM :
On voit en partiulier l'intere^t de hoisir omme graduation  i
CZ
pluto^t que i
CZ
. Dans e
dernier as on aurait obtenu l'isomorphisme FH

' H
n+
a travers la dualite de Poinare
superue H
n 
(M) ' H
n+
(M).
1.1.3 Homologie de Floer des varietes a bord de type ontat
Le deuxieme grand adre de denition des groupes d'homologie de Floer hamiltonienne est
elui des varietes sympletiques ompates ave bord de type ontat. Les referenes prinipales
pour e point de vue sont les artiles de K. Cieliebak, A. Floer, H. Hofer, K. Wysoki [FH1,
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CFH2, CFHW2℄ et C. Viterbo [V2℄. La these de D. Hermann [He1℄ m'a aussi beauoup aide par
la larte du point de vue adopte, ainsi que l'artile de P. Biran, L. Polterovih et D. Salamon
[BPS℄. La onjeture de Weinstein et des problemes onnexes sont disutes dans le livre de H.
Hofer et E. Zehnder [HZ℄.
Le motivation initiale pour onstruire l'homologie de Floer etait le probleme de l'existene
d'orbites periodiques pour des hamps hamiltoniens. Celui-i omprend, en gros, deux vo-
lets : reherhe et estimation du nombre d'orbites de periode donnee et reherhe d'orbites
de periode arbitraire sur un niveau d'energie donne. Historiquement, es deux diretions de
developpement orrespondent a une onjeture de V.I. Arnold (1965) et a une onjeture de A.
Weinstein (1979). La premiere predit, pour le nombre d'orbites de periode xee sur une variete
ompate sans bord, une borne inferieure egale au rang total de la ohomologie (rationnelle) de
la variete. Sous les hypotheses preedentes, elle deoule des proprietes des groupes d'homologie
de Floer. Notons que des preuves en toute generalite sont disponibles depuis 1996. La deuxieme
onjeture predit l'existene d'une orbite periodique sur un niveau  ompat de type ontat
et l'homologie de Floer pour varietes a bord est un outil adapte a ette etude.
Denition 1.1.1. Une hypersurfae (ompate)  dans une variete sympletique (M; !) est dite
de type ontat s'il existe un hamp de veteurs X deni au voisinage de  tel que X soit
transverse a  et L
X
! = !. Le hamp de veteurs X sera appele hamp de Liouville. La 1-
forme  = 
X
! est appelee forme de Liouville. Si le hamp de Liouville peut e^tre deni sur tout
M on dit que  est de type ontat restreint.
Le bord d'une variete sympletique M est dit de type ontat (restreint) si les preedentes
onditions sont veriees et le hamp de Liouville pointe vers l'exterieur de M .
La ondition de type ontat est un analogue sympletique de la onvexite dans R
2n
: toute
hypersurfae ompate onvexe est de type ontat, vu que le hamp radialX(x) =
1
2
x, x 2 R
2n
verie les onditions preedentes (si 0 est dans la omposante bornee du omplementaire de ).
La onjeture a ete formulee preisement en vue de resultats preliminaires d'existene d'orbites
periodiques sur des niveaux onvexes ou etoiles. Une premiere demonstration pour   R
2n
a
ete donnee par C. Viterbo [V1℄ et de nombreux autres as d'espaes ambiants ont ete explores
par la suite.
La ondition de type ontat est aussi en relation ave la pseudo-onvexite holomorphe,
omme il a ete remarque par Y. Eliashberg, M. Gromov [EG℄ et D. MDu [MD℄. C'est
preisement la raison pour laquelle nous imposons que le hamp de Liouville pointe vers
l'exterieur du bord (ei est vrai de faon automatique si la variete est ompate a bord de
type ontat restreint puisque le hamp de Liouville dilate - exponentiellement - les volumes).
Nous donnons des expliations detaillees sur la pseudo-onvexite un peu plus loin.
Les groupes d'homologie de Floer pour des varietes a bord de type ontat seront denis a
l'aide de hamiltoniens ayant le bord omme niveau regulier. Les invariants obtenus prendront
en ompte non seulement les orbites 1-periodiques a l'interieur de la variete, mais aussi les
orbites de periode arbitraire sur le bord. En onsequene, ils seront bien adaptes au probleme
de Weinstein. Notons d'emblee que, a la dierene du as ompat ou l'homologie de Floer est
en n de ompte egale a l'homologie singuliere, il n'y a pas d'analogue topologique similaire
pour le as a bord. Cela justie les resultats de ette these, qui visent a mettre en evidene des
strutures algebriques determinees par la presene de strutures geometriques speiales.
Voii omment on reupere sur un niveau  de type ontat des orbites de periode arbitraire
a l'aide d'orbites de periode 1 au voisinage de . Notons d'abord que la restrition de ! a T
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a un noyau de dimension 1 sur lequel  ne s'annule pas. Si H est un hamiltonien autonome
admettant  omme niveau regulier alors X
H
2 ker !j
T
et (X
H
) 6= 0.
Denition 1.1.2. Le hamp de Reeb (ou hamp arateristique) X
Reeb
de  est deni par les
deux proprietes suivantes : X
Reeb
2 ker !j
T
et (X
Reeb
) = 1. Une orbite de X
Reeb
est appelee
arateristique de .
Remarquons que l'ation
R

 d'une arateristique fermee est egale a sa periode. De plus, les
orbites de X
H
situees sur  sont en orrespondane ave ses arateristiques. Il est important
de remarquer le fait que la dynamique hamiltonienne sur un niveau regulier ne depend pas du
hamiltonien mais du niveau : 'est un probleme de nature geometrique.
Si l'on note par '
t
X
le ot du hamp de Liouville, on voit que tout un voisinage V de  est
feuillete par les hypersurfaes '
t
X
()
 Æ< t< Æ
, Æ > 0 suÆsamment petit. En vue de '
t 
X
! = e
t
!,
leurs arateristiques sont en orrespondane biunivoque ave elles de . Il est maintenant
ommode de hanger de oordonnees via le sympletomorphisme
(1.6) 	 :  [1  Æ; 1 + Æ℄

 ! V; Æ > 0 petit ;
	(p; S) = '
ln(S)
X
(p) ;
veriant
	

 = S  j
ou j designe la restrition de  = 
X
! a T. Le hamiltonien autonome
H :  [1  Æ; 1 + Æ℄  ! R
H(p; S) = h(S); h : [1  Æ; 1 + Æ℄  ! R
verie X
H
(p; S) =  h
0
(S)X
Reeb
. Ses orbites de periode 1 situees sur le niveau S orrespondent
aux arateristiques de periode h
0
(S) situees sur  (et parourues en sens inverse). En etudiant
les orbites de periode 1 des hamiltoniens de e type on aura etudie en fait les arateristiques
sur  : plus la variation de h sera grande dans le petit intervalle [1   Æ; 1 + Æ℄, plus on aura
attrape de arateristiques.
Un invariant raisonnable d'homologie de Floer pour une variete a bord devrait prendre
en ompte la topologie de la variete et toutes les arateristiques fermees sur son bord. On
retombe sur le prinipe ommun sous-jaent aux onstrutions de [FH1, CFH2, CFHW2, V2℄ :
la ohomologie
(1.7) FH

(M) = lim
(H; J)
FH

(M ; H; J)
sera denie omme une limite selon une famille admissible de hamiltoniens, de plus en plus
roissants vers le bord. Comme nous l'avons annone plus haut, ette limite est indutive,
respetivement projetive, selon qu'on hoisit un formalisme homologique ou ohomologique.
Une subtilite supplementaire qui vise a aÆner l'invariant onsiste a utiliser une tronature par
les niveaux de l'ation. Elle sera lariee plus bas, lors de la desription des trois points de vue
deja presents dans la litterature.
Homologie sympletique d'un ouvert borne U  (C
n
; !
0
). Cette denition a ete intro-
duite par A. Floer et H. Hofer dans l'artile [FH1℄. Nous la presentons i-dessous en variante
ohomologique, alors que l'artile initial adopte le point de vue homologique. Ses deux traits
arateristiques sont les suivants :
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a. elle est \extrinseque" au sens ou les hamiltoniens sont denis sur l'espae ambiant C
n
;
b. la denition est valable pour des ouverts quelonques, sans hypothese de regularite sur le
bord et enore moins de type ontat.
La lasse H(U) des hamiltoniens admissibles H : S
1
 C
n
 ! R est denie par les proprietes
suivantes:
1. H
j
S
1


U
< 0;
2. il existe une matrie A denie positive telle que
jH
0
(t; u)  Auj
juj
 !0; juj ! 1
uniformement en t 2 S
1
;
3. le systeme dierentiel
 i _x = Ax; x(0) = x(1)
admet seulement la solution triviale x  0;
4. il existe une onstante  > 0 telle que
k H
00
(t; u) k ; 8 t 2 S
1
; u 2 C
n
;



H
0
t
(t; u)



 (1 + juj); 8 t 2 S
1
; u 2 C
n
:
On note H
reg
(U) la lasse des hamiltoniens admissibles ayant toutes les orbites 1-periodiques
non degenerees : 'est une partie de H(U) qui est dense au sens de Baire. On note J la lasse
des strutures presque omplexes ompatibles ave !
0
qui onident ave i en dehors d'un
ompat. La transversalite dans l'equation de Floer est veriee pour un ensemble dense au sens
de Baire HJ
reg
(U)  H
reg
(U)  J et les groupes de ohomologie tronques par l'ation sont
denis pour une paire reguliere omme suit :
FC
k
℄a;+1[
(H; J) =
M
 i
CZ
(x) = k
A
H
(x) > a
Zhxi; a 2 R [ f 1g ;
FH

℄a;+1[
(H; J) = H

(FC

℄a;+1[
(H; J)) ;
FC

℄a;b℄
(H; J) = FC

℄a;+1[
(H; J) = FC

℄b;+1[
(H; J);  1  a < b < +1 ;
FH

℄a;b℄
(H; J) = H

(FC

℄a;b℄
(H; J)) :
La limite inverse (1.7) est prise par rapport a la relation suivante d'ordre partiel sur HJ
reg
(U),
qui induira un systeme projetif en ohomologie :
(H; J)  (K;
e
J) ssi H(t; u)  K(t; u) :
Le systeme projetif ohomologique est determine de la faon suivante. Pour deux paires or-
donnees (H; J)  (K;
e
J) on onsidere une homotopie (H(s; t; u); J(s; t; u)) telle que :
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  Il existe s
0
> 0 tel que (H(s; t; u); J(s; t; u)) 
(H(t; u); J(t; u)); s   s
0
(K(t; u);
e
J(t; u)); s  s
0
;
  L'homotopie est roissante par rapport a s i.e.
H
s
(s; t; u)  0 ;
  Elle verie ertaines onditions supplementaires de roissane a l'inni et de regularite,
qui seront expliitees et generalisees dans la seonde partie de e hapitre.
Le ro^le des trajetoires veriant (1.4 - 1.5) est pris par les solutions de l'equation de Floer a
parametre
(1.8) u
s
+ J(s; t; u)u
t
 rH(s; t; u) = 0 ;
(1.9) u(s; t)  ! x

; s  ! 1 ;
ave x
 
et x
+
des orbites 1-periodiques de H et K respetivement. L'espae M(x
 
; x
+
) des
solutions de (1.8 - 1.9) a omme dimension  i
CZ
(x
 
)  
 
  i
CZ
(x
+
)

mais, a la dierene
de (1.4 - 1.5), il n'est plus muni d'une ation de R par translation. Cela fait qu'il n'est plus
vide generiquement si sa dimension formelle est nulle et le morphisme de omplexes deni a la
maniere de (1.3
0
) respetera alors les degres:
(1.10)  : FC

℄a;1℄
(K;
e
J)  ! FC

℄a;1℄
(H; J) ;
hx
+
i =
X
i
CZ
(x
 
)=i
CZ
(x
+
)
#M(x
 
; x
+
) hx
 
i :
L'appliation  est bien denie puisque l'ation est deroissante le long des solutions de
l'equation a parametre (1.8). Cela est du^ au fait que les homotopies onsiderees sont rois-
santes :
d
ds
A
H(s)
(u(s; )) =  
Z
S
1
!(u
s
; u
t
 X
H(s)
(u(s; t))) dt 
Z
S
1
H
s
(s; t; u(s; t)) dt
=  
Z
S
1
!(u
s
; J(s; t; u(s; t))u
s
) dt 
Z
S
1
H
s
(s; t; u(s; t)) dt
=  ju
s
j
2
g
J(s)
 
Z
S
1
H
s
(s; t; u(s; t)) dt  0 :
Le morphisme  ommute ave la dierentielle et passe en ohomologie pour denir le \mor-
phisme de monotonie"
(1.11)
FH

℄a;b℄
(K;
e
J)

(K;
e
J)
(H;J) //
FH

℄a;b℄
(H; J) :
Comme dans le as ompat, deux homotopies admissibles induisent le me^me morphisme entre
les groupes d'homologie de Floer et on a de plus

(K;
e
J)
(H; J)
Æ 
(K
0
;
e
J
0
)
(K;
e
J)
= 
(K
0
;
e
J
0
)
(H;J)
;
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pour (H; J)  (K;
e
J)  (K
0
;
e
J
0
). On denit alors
FH

℄a;b℄
(U) = lim
  
(H; J)
FH

℄a;b℄
(H; J) ;  1  a < b < +1 ;
FH

℄a;+1[
(U) = lim
  
(H; J)
FH

℄a;+1[
(H; J)
et on obtient en partiulier
FH

℄a;+1[
(U) = lim
  
b
FH

℄a;b℄
(U); b! +1 :
Les morphismes \de tronature" FH

℄a; b℄
(U)  ! FH

℄a; b
0
℄
(U), b  b
0
sont induits par les inlu-
sions FC

℄a;1[
(H; J) ,! FC

℄a
0
;1[
(H; J), a  a
0
qui determinent les ehes
FH

℄a; b℄
(H; J)  ! FH

℄a
0
; b
0
℄
(H; J); a  a
0
; b  b
0
ompatibles ave les morphismes de monotonie. Pour a xe les groupes FH

℄a; b℄
(H; J) forment
un systeme projetif bidirige et, vu que deux limites projetives (ou indutives) ommutent on
pourra erire
FH

℄a;+1[
(U) = lim
  
b
lim
  
(H; J)
FH

℄a; b℄
(H; J) = lim
  
(H; J)
lim
  
b
FH

℄a; b℄
(H; J); b!1 :
Nous verrons plus bas (f. 1.1.4) que, pour un ouvert U a bord de type ontat restreint,
les groupes FH

℄a;+1[
(U) ne dependent pas de a lorsque elui-i est negatif. Cela est une
onsequene de l'existene d'une famille onale dont les orbites 1-periodiques ont toutes une
ation positive ou arbitrairement prohe de zero [He1, V2℄. De toutes faons, on pose
(1.12) FH

(U) = FH

℄ 1;+1[
(U) :
Pour les ouverts a bord de type ontat restreint on aura alors FH

(U) = FH

℄a;+1[
(U), a < 0.
Le formalisme des passages a la limite mis a part, la presente version de l'homologie de
Floer demande un ingredient essentiellement nouveau par rapport au as des varietes fermees,
a savoir l'existene de bornes C
0
qui assurent le fait que, a extremites xees, les trajetoires
restent toutes dans un ompat. Dans la deuxieme setion de e hapitre je presente une version
generalisee d'homologie de Floer pour des varietes a bord de type ontat et l'existene de
bornes C
0
a priori onstituera la partie prinipale du travail qui devra e^tre fourni pour prouver
sa bonne denition.
Notons que, de la me^me maniere, on pourra denir des groupes d'homologie de Floer en
onsiderant la dierentielle de Floer homologique selon (1.3) ('est d'ailleurs le adre original
de [FH1℄). Les sous-omplexes preserves par la dierentielle seront
FC
℄ 1; a℄

(H; J) =
M
A
H
(x)<a
Zhxi ; a  1
et les morphismes de monotonie et de tronature deniront un systeme bidirige indutif :
FH
℄a;+1[

(U) = lim
 !
b
lim
 !
(H; J)
FH
℄a; b℄

(H; J) = lim
 !
(H; J)
lim
 !
b
FH

℄a; b℄
(H; J); b!1 :
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Cette distintion n'est pas sans importane : la limite indutive est un fonteur exat, alors
que la limite projetive est juste un fonteur exat a gauhe (par ontre, 'est un fonteur
exat si les elements du systeme dirige sont des espaes vetoriels de dimension nie [ES℄ Ch.
VIII). Cela aura des onsequenes non triviales par la suite : nous obtiendrons une formule de
Kunneth en homologie de Floer valable a oeÆients entiers et une formule de Kunneth en
ohomologie de Floer valable uniquement a oeÆients dans un orps.
Homologie sympletique des ouverts relativement ompats dans des varietes a bord de
type ontat. Cette denition a ete introduite par K. Cieliebak, A. Floer et H. Hofer dans
l'artile [CFH2℄. Elle a ete utilisee sous une forme legerement dierente dans [CFHW2℄ pour
demontrer la stabilite du spetre d'ation pour une variete sympletique a bord de type ontat.
Les hamiltoniens admissibles pour un ouvert relativement ompat U M nM sont denis
par les proprietes suivantes :
  H
j
S
1


U
< 0 ;
  H  m(H) = maxH > 0 au voisinage de M ;
  les orbites periodiques ave
R
1
0
H(t; x(t))dt < m(H) sont non degenerees.
Les denitions du omplexe de Floer et des groupes de (o)homologie sont tout a fait similaires
au as des ouverts de C
n
, alors que l'existene de bornes C
0
sera remplaee dans e as par le
fait que les trajetoires de Floer qui relient des orbites non degenerees restent a une distane
minoree du bord.
U
M
0
m(H)H
R
1
Kλ
z
R
U
H
0
R
(2) (3)(1)
Fig. 1.1: Familles admissibles : (1) - [FH1℄, (2) - [CFH2℄, (3) - [V2℄
Homologie sympletique des varietes ompates a bord de type ontat. Cette approhe a
ete developpee par C. Viterbo dans l'artile [V2℄. Par rapport aux deux onstrutions
preedentes, elle isole diretement les speiites des groupes de ohomologie de Floer qui
sont liees a la onjeture de Weinstein. Le point d'intere^t prinipal sont les arateristiques sur
le bord de la variete M . On denit la ompletion sympletique de M omme

M =M [
Mf1g
M  [1;+1[ ;
b! =

! sur M
d(Sj) sur M  [1;+1[ :
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Le reollement est realise par l'intermediaire du dieomorphisme (1.6) induit par le ot de
Liouville. Formellement, les hamiltoniens admissibles sont des K

,  > 0 tels que K

 0 sur
M , K

(t; p; S) = k

(S) sur M [1;+1), ave k
0

(S) =  pour S  1
+
et k

onvexe. Nous les
avons representes dans la gure 1.1-(3). Les homotopies les reliant seront hoisies roissantes
et onvexes.
Les orbites 1-periodiques de K

sont les onstantes a l'interieur de M et les arateristiques
sur M ayant une ation au plus egale a . Comme K

est independant du temps, toute
orbite est au mieux transversalement non degeneree et il faudra penser en pratique a une
famille de hamiltoniens perturbes
e
K

. Des details omplets les onernant sont fournis dans
la these de D. Hermann [He1℄ et la tehnique de perturbation est due a [FHW1℄ : une orbite
periodique transversalement non degeneree doit e^tre vue omme un erle ritique de Morse-
Bott et une petite perturbation dependant du temps le \asse" en deux orbites non degenerees,
orrespondant aux points ritiques d'une fontion de Morse sur S
1
. Je donne des expliations
supplementaires sur e point de vue dans la setion 1.1.5. Les hamiltoniens perturbes
e
K

verient
 
e
K


e
K

0
si   
0
;
  (
e
K

)
>0
est une famille onale pour la lasse des hamiltoniens H : S
1


M  ! R qui
verient H < 0 sur M n M ;
L'existene de bornes C
0
pour les trajetoires de Floer onstitue a nouveau le point ruial
de la onstrution. A la dierene des onstrutions preedentes et gra^e a la forme speiale des
hamiltoniens et des homotopies, un argument geometrique fonde sur la onvexite holomorphe
permet de onlure.
Denition 1.1.3. Soit J une struture presque omplexe ompatible ave la forme sympletique
!. Une hypersurfae  M est dite J-onvexe si elle peut s'erire loalement omme un niveau
regulier d'une fontion plurisousharmonique i.e. satisfaisant dd

'  0, ou d

= J

d.
Exemple : si M est une variete a bord de type ontat alors M  fS
0
g  M  [1  ; 1[ est
une hypersurfae J-onvexe par rapport a toute struture presque omplexe ompatible ave
! = d(Sj) qui est de la forme
8
<
:
J
(p;S)
j

= J
0
;
J
(p;S)
(

S
) =
1
S
X
Reeb
(p) ;
J
(p;S)
(X
Reeb
(p)) =  S

S
:
En eet, '(p; S) = S est une fontion plurisousharmonique: dd

S = d( Sj) =  !  0.
Lemme 1.1.4. (H. Hopf, voir aussi [MD℄) Soient   M une hypersurfae J-onvexe et ' une
fontion de denition (loale). Auune ourbe J-holomorphe u : (D
2
(0; 1); i)  ! M ne peut
e^tre tangente a  par l'interieur i.e. ' Æ u ne peut pas avoir de maximum loal.
Demonstration. Designons par z = s + it la oordonnee omplexe sur D
2
(0; 1) et J
0
= i la
struture omplexe standard sur le disque. D'un o^te on a dd

J
0
(' Æ u) =  (' Æ u)ds ^ dt.
Par J-holomorphiite de u on obtient aussi dd

J
0
(' Æ u) = dJ

0
u

d' = du

J

d' = u

dd

J
'.
La plurisousharmoniite de ' entra^ne (' Æ u)  0 et le prinipe du maximum demontre
l'aÆrmation. 
Un alul similaire et le prinipe du maximum applique a une equation aux derivees par-
tielles elliptique du seond ordre ayant des termes du premier ordre demontre le
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Lemme 1.1.5. [V2℄ Une solution u : (D
2
(0; 1); i)  ! M  [1   ; 1[ de l'equation de Floer
u
s
+ J(s; t)u
t
 rH(s; t; u(s; t)) = 0 ave H(s; t; p; S) = h(s; t; S) et

2
h
sS
 0 ne peut e^tre
tangente par l'interieur a M  fS
0
g.
L'existene de bornes C
0
deoule alors de e que, pour des valeurs generiques de , les
orbites 1-periodiques des K

sont toutes loalisees au voisinage de M . Comme les trajetoires
de Floer ont omme asymptotes des orbites 1-periodiques, elles pourraient quitter le voisinage
de M en question uniquement en touhant un ertain M  fS
0
g par l'interieur, e qui est
interdit.
On denira omme plus haut les groupes FH

℄a;+1[
(M),  1  a < 1. Le phenomene
nouveau qui se produit est que eux-i ne dependent pas de a des que a < 0. La raison est tres
simple : dans la famille onale que nous onsiderons maintenant l'ation des orbites devient
plus grande que  Æ, ave Æ > 0 arbitraire xe. En eet, les orbites tombent en deux ategories :
d'un o^te les points ritiques de H a l'interieur de M , ave ation prohe de zero, d'un autre
les orbites orrespondant aux arateristiques fermees sur M , dont l'ation approxime l'aire
(positive) de es dernieres. On aura don
FH

(M) = FH

℄a;+1[
(M); a < 0 :
1.1.4 Commentaires ; proprietes supplementaires ; appliations
Bornes C
0
. Comme nous l'avons deja aentue, le point ruial dans la onstrution d'une
(o)homologie de Floer dans le as des varietes a bord est l'existene de bornes C
0
pour les
trajetoires de Floer. L'argument geometrique de [V2℄ fontionne exatement pour la lasse
de hamiltoniens et de deformations utilisees dans l'artile, mais doit e^tre modie de faon non
triviale lorsque la lasse de hamiltoniens admissibles est elargie (en permettant une dependane
arbitraire de s ou enore de p dansH(s; t; p; S)). Cela justie le travail supplementaire de [FH1℄
et [CFH2℄. Neanmoins, des variations du prinipe du maximum interviennent dans haun des
deux ontextes : [FH1℄ Prop. 8 (Prop. 1.2.4) et [CFH2℄ p. 110. Pour la preuve de la formule
de Kunneth et la onstrution de la suite spetrale, j'utiliserai une denition de l'homologie
similaire a [V2℄, tout en elargissant la lasse des hamiltoniens admissibles sur le modele de
[FH1℄. Cela m'amenera a adapter les idees de [FH1℄, p. 48-56 dans le ontexte de [V2℄ an
d'etablir les indispensables bornes C
0
: 'est le ontenu de la deuxieme partie de e hapitre.
Relations entre les dierentes homologies sympletiques. D. Hermann [He2℄, x4.3 prouve
que l'homologie au sens de [FH1℄ d'un ouvert borne de type ontat restreint U  C
n
onide
ave son homologie de Floer au sens de [V2℄, et ela pour n'importe quel intervalle xe de
l'ation. La preuve onsiste a mettre en evidene une suite onale de hamiltoniens admissibles
au sens de [FH1℄ qui alulent FH
℄a; b℄

(U) et dont les orbites periodiques sont separees en deux
groupes : d'un o^te des orbites d'ation positive ou prohe de zero, d'un autre des orbites dont
l'ation tend uniformemement vers  1 et qui par onsequent n'entreront pas en ompte dans le
alul de l'homologie. La suite onale est onstruite de maniere a e que les orbites du premier
type puissent e^tre realisees par un hamiltonien admissible au sens de [V2℄. L'isomorphisme
deoule de l'identiation des trajetoires de Floer dans les deux ontextes. On obtient en
partiulier l'independane de FH

℄a;+1[
(U) par rapport a a lorsque a < 0.
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Par ontre, je ne onnais pas de onstrution similaire qui identierait les approhes de
[CFH2℄ et [V2℄. Les orbites 1-periodiques ne peuvent plus e^tre separees de faon onvenable par
l'ation omme dans [He2℄ et, pour les me^mes valeurs de tronature, le omplexe de [CFH2℄ fait
generalement intervenir stritement plus d'orbites que elui de [V2℄. En interpretant la presene
de generateurs \parasites" dans le omplexe de Floer omme favorisant l'annulation en homolo-
gie des generateurs interessants (les orbites orrespondant aux arateristiques fermees), alors
j'aÆrmerais que, de faon heuristique, l'homologie au sens de [V2℄ renferme plus d'informations
que elle de [CFH2℄.
Remplissages sympletiques. Dans [CFHW2℄ les auteurs onsiderent une variante de la
denition de [CFH2℄ - basee sur une autre lasse de hamiltoniens admissibles, satisfaisant
m(H) = 0 - qui depend uniquement de l'interieur de la variete et qui \attrape" le spetre
d'ation du bord. Pourtant, elle ne peut pas mettre en evidene un omplexe qui prenne en
ompte exatement une ontribution homologique pour haque arateristique et la topologie
de la variete via les points ritiques interieurs du hamiltonien. Cela est realise par la version
[V2℄ de l'homologie qui, neanmoins, depend instrinsequement de la variete et de son bord. Il
serait interessant de trouver une version de l'homologie qui depende uniquement de l'interieur
de la variete et qui arrive a isoler un omplexe omme i-dessus. Cela pourrait mener a des
obstrutions topologiques sur les remplissages sympletiques de ertaines varietes de ontat,
eventuellement via une relation qui reste a etablir ave l'homologie de ontat.
Invariane par isotopie. L'homologie de Floer satisfait a deux importantes proprietes
d'invariane : par rapport a des deformations de hamiltoniens et par rapport a des deformations
de formes sympletiques. Nous les enonons de faon preise i-dessous. L'invariane hamiltoni-
enne est valable sous des hypotheses plus generales que elles que nous indiquons, notamment
pour ertaines homotopies non roissantes. Neanmoins il nous suÆra de travailler ave le
Theoreme 1.1.6. [V2℄ Soit H(s), s 2 [0; 1℄ une deformation admissible i.e. satisfaisant aux
onditions (1.26 - 1.30). Soient aussi a
s
, b
s
des familles ontinues de parametres de R telles
que H(s) n'ait pas d'orbites 1-periodiques d'ation egale a a
s
ou b
s
. Alors il y a un isomorphisme
anonique
FH

℄a
0
; b
0
℄
(H
0
)

 ! FH

℄a
1
; b
1
℄
(H
1
) ;
obtenu de la maniere usuelle en onsiderant les solutions de l'equation (1.8 - 1.9).
Noter que l'hypothese entra^ne en partiulierH
0
 H
1
. L'invariane de l'homologie de Floer
par deformation des formes sympletiques est apparentee au resultat preedent pour a
s
  1,
b
s
 +1 :
Theoreme 1.1.7. [V2℄ Soit M une variete ompate a bord et !
s
, s 2 [0; 1℄ une isotopie de formes
sympletiques par rapport auxquelles le bord M reste de type ontat. On a un isomorphisme
FH

(M; !
0
) ' FH

(M; !
1
).
L'isomorphisme est toujours obtenu en omptant les solutions d'une equation similaire a
(1.8) et le fait de onsiderer l'homologie sans tronature sur les valeurs de l'ation est ruial
pour la bonne denition du morphisme. Il est important de realiser que l'isotopie ne doit pas
neessairement preserver la lasse de ohomologie de la forme sympletique. Je donne i-dessous
un orollaire utile qui montre que l'homologie de Floer non tronquee d'une variete a bord M
est en realite un invariant de sa ompletee

M . Je presente une formulation pour des ouverts
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a bord lisse pour la seule raison de pouvoir appliquer tel quel le theoreme preedent, enone
pour des varietes a bord. Ce resultat est a mettre en relation ave la denition 1.2.2. et j'en
donne une version plus generale au 1.2.9. D'ailleurs, e resultat d'invariane par isotopie souleve
naturellement la question de l'invariane dierentiable de l'homologie de Floer des varietes a
bord.
Corollaire 1.1.8. Soient U; U
0
deux ouverts a bord lisse de

M satisfaisant aux onditions suiv-
antes:
  U et U
0
sont ontenus dans le domaine de denition du hamp de Liouville etendu a

M par S

S
;
  le hamp de Liouville est transverse et exterieur a U; U
0
.
Alors
FH

(U) ' FH

(U
0
) :
Demonstration. On peut realiser une isotopie dierentiable entre U et U
0
le long du ot de
Liouville, e qui orrespond a une isotopie de formes sympletiques sur U depuis sa forme
sympletique initiale !
0
jusqu'a elle induite par le dieomorphisme ave U
0
, soit-elle !
1
. Par
le theoreme preedent on a FH

(U; !
0
) ' FH

(U; !
1
). Par sympletomorphisme on a aussi
FH

(U; !
1
) ' FH

(U
0
; !
0
), e qui onlut la preuve.

Appliations a la onjeture de Weinstein. Nous avons deja annone dans 1.1.3 que les
groupes d'homologie de Floer sont utiles pour etablir l'existene de arateristiques fermees sur
une hypersurfae de type ontat. Le premier outil le est fourni par l'appliation
(1.13) FH

(M)


//
H
n+
(M; M)
; n =
1
2
dimM ;
obtenue en restreignant le domaine de l'ation en vue de l'identite
FH

(a; 0
+
℄
(M) ' H
n+
(M; M); a < 0 :
Ii 0
+
designe un nombre positif suÆsamment petit. Comme nous l'avons deja indique au
1.1.2, en restreignant le domaine de l'ation et en onsiderant des hamiltoniens autonomes H
suÆsamment petits en norme C
2
le omplexe de Floer onide ave le omplexe de Morse
du hamp rH. Par onstrution, e dernier hamp pointe vers l'exterieur le long de M . On
pourra trouver au 3.4.1 une preuve du fait qu'on obtient de ette faon l'homologie de M
relative au bord, graduee selon l'indie de Morse des points ritiques de  H (la fontion pour
laquelle rH est un pseudo-gradient negatif).
Par la onstrution me^me de l'homologie de Floer on voit que la non-bijetivite de 

entra^ne l'existene d'une arateristique fermee sur M , qui orrespond a la presene dans le
omplexe de Floer d'un generateur autre qu'un point ritique d'une fontion de Morse denie
sur int(M). En suivant [V2℄ nous posons la
Denition 1.1.9. [V2℄ Une variete M satisfait a la onjeture de Weinstein algebrique (AWC)
s'il existe un anneau de oeÆients tel que l'appliation FH

(M)


//
H
n+
(M; M)
ne soit
pas un isomorphisme.
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Il est lair que AWC implique la validite de la onjeture de Weinstein pour M . Dans
ertaines ironstanes, que j'enone plus bas, la propriete AWC est heritee par les sous-
varietes de odimension 0 dans M et il sera utile de distinguer les situations ou le morphisme
FH

(M)  ! H
n+
(M; M) est non injetif ou non surjetif (on dira que M satisfait au as
a), respetivement b) de la propriete AWC).
Le deuxieme outil le est fourni par l'existene [V2℄, x2 d'un morphisme de transfert
(1.14) FH

(W )
Fj
!
//
FH

(M) ;
assoie a une inlusion de odimension zero W
j
,! M , ou M est a bord de type ontat et W
est a bord de type ontat restreint, au sens ou la forme sympletique admet une primitive sur
W telle que le hamp de Liouville soit transverse a W . De plus, la variete W doit verier une
hypothese supplementaire onernant ertaines trajetoires de Floer [V2℄, p. 1000. Le point en
e qui la onerne est que, si elle est violee et h!; 
2
(M)i = 0, alors il y a une orbite periodique
sur W (f. [V2℄, Thm. 4.1).
Voii une desription suinte du morphisme (1.14). Un voisinage de W dans W est
trivialise par le ot du hamp de Liouville de W omme W℄0; 1℄. Notons S
W
la oordonnee
sur le deuxieme fateur. Un voisinage de M est trivialise de la faon habituelle par le ot
du hamp de Liouville de M omme M℄1   Æ; 1℄, Æ > 0 et on note S la oordonnee sur
le deuxieme fateur. Le morphisme Fj
!
est onstruit a l'aide d'une famille H = H
; ; 
de
hamiltoniens qui prennent en ompte les arateristiques de W et de M et qui sont de la
forme suivante: H = h

(S
W
),   S
W
 1, h
0

=  et H = k

(S), S  1, k
0

= , alors que
H = 0 sur W n W  [; 1℄ et H = (1  ) sur M nW . Le morphisme de transfert provient du
morphisme de tronature (pour une struture presque omplexe J onvenable)
FH

℄0
 
; b℄
(H; J)  ! FH

℄a; b℄
(H; J) ;
ave a = a(; ) < 0 suÆsamment negatif et b = b(; ) > 0 suÆsamment positif. Un argument
d'isotopie identie la limite (projetive) selon ,  et  dans le deuxieme terme ave FH

(M).
De me^me, sous l'hypothese additionnelle mentionnee plus haut, le premier terme est identie
ave FH

℄0
 
; b=℄
(K

), K

= k

(S
W
), S
W
 1 dans

W , K

= 0 sur W . En passant a la limite
(projetive) selon  et  dans le premier terme, on obtient FH

(W ).
La propriete fondamentale du morphisme de transfert est la ommutativite du diagramme
suivant, obtenue par une analyse attentive des dierents morphismes de tronature par l'ation
qui y sont impliques [V2℄ Thm. 3.1. :
(1.15) FH

(W )
Fj
!
//



FH

(M)



H
n+
(W; W )
j
!
//
H
n+
(M; M)
Cela permet de deduire, par exemple, l'aÆrmation suivante:
Proposition 1.1.10. ([V2℄, Thm. 4.1) Soit M une variete sympletique onnexe de dimension
2n telle que le morphisme FH
n
(M)


//
H
2n
(M; M)
n'est pas surjetif. Toute sous-variete
W
j
,!M a bord de type ontat restreint admet une arateristique fermee sur W .
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Demonstration. En eet, soit la ondition dont il est question i-dessus n'est pas veriee et
il y a une arateristique sur W , soit elle l'est et on a le diagramme ommutatif (1.15). Le
morphisme H
2n
(W; W )  ! H
2n
(M; M) est bijetif si W est onnexe ou surjetif si W est
disonnexe. L'hypothese entra^ne la non-surjetivite de FH
n
(W )  ! H
2n
(W; W ) et don
l'existene d'une arateristique sur W . 
Remarque. Si on travaille a oeÆients dans un orps et la variete M est onnexe, la non-
surjetivite du morphisme FH
n
(M)  ! H
2n
(M; M) equivaut a son annulation.
Je vais expliquer dans la setion suivante l'egalite
FH

(D
2n
) = 0; D
2n
= fz 2 C
n
: jzj  1g :
Cela entra^ne tout de suite, ave le resultat preedent, la onjeture de Weinstein pour les
hypersurfaes a bord de type ontat restreint dans C
n
( voir [V1℄ pour la preuve de l'existene
de arateristiques fermees sur les hypersurfaes a bord de type ontat).
Le theoreme 4.2 de [V2℄ demontre qu'une variete de Stein sous-ritique de dimension 2n
(i.e. ayant le type d'homotopie d'un CW-omplexe de dimension n   1) satisfait toujours le
as b) de la propriete AWC : le morphisme FH
n
(M)


 ! H
2n
(M; M) n'est pas surjetif. On
deduit par le me^me argument l'existene d'une arateristique fermee sur toute hypersurfae
de type ontat restreint.
A part l'exemple de FH

(D
2n
) et le resultat general onernant les varietes de Stein sous-
ritiques, il y a un seul autre alul expliite d'homologie de Floer dans la litterature ([V3, SW,
Sh2℄) :
FH

(DT

N) = H

(N) ;
ave N une variete riemannienne fermee, DT

N = fv 2 T

N : jvj  1g et N designe l'espae
des laets de N . Le morphisme 

onide, modulo l'isomorphisme de Thom, ave la surjetion
H

(N)  ! H

(N) induite par l'inlusion N ,! N . Dans ette situation, 'est une version
equivariante de l'homologie de Floer [V2℄ x5 qui sera eÆae pour demontrer l'existene de
arateristiques fermees, mais elle ne fait pas l'objet de ette these.
Le peu de aluls expliites d'homologie de Floer rend interessante la reherhe de stru-
tures algebriques qui reeteraient la presene de strutures geometriques supplementaires sur
la variete sympletique ambiante. Cette these traite preisement ertains as de strutures
brees : une des appliations prinipales sera la preuve de la onjeture de Weinstein pour des
hypersurfaes de bres en droites hermitiens a ourbure negative.
Avant de lore ette setion, notons que les resultats preedents ont des analogues en ho-
mologie. On a toujours un morphisme
(1.16) H
n+
(M; M)

 //
FH

(M)
obtenu en restreignant le domaine de l'ation, ainsi qu'un morphisme de transfert
FH

(M)
Fj
! //
FH

(W )
deni sous les me^mes hypotheses que plus haut. Celui-i s'insere dans le diagramme ommutatif
(1.17) FH

(W ) FH

(M)
Fj
!oo
H
n+
(W; W )


OO
H
n+
(M; M)


OO
j
!oo
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La demonstration de es deux aÆrmations est duale a elle de [V2℄.
1.1.5 Un exemple: la ohomologie de Floer d'une boule dans C
n
Les groupes de ohomologie de Floer FH

℄a; b℄
de la boule D
2n
 C
n
ont ete alules pour
la premiere fois dans [FHW1℄, ave eux des ellipsodes et des polydisques, pour a; b 2 R
arbitraires. On y demontre en partiulier que les groupes de ohomologie non tronquee sont
nuls : FH

(D
2n
) = 0. La methode de [FHW1℄ onsiste a approher l'homologie de la boule par
elle d'un ellipsode generique dont les arateristiques sont transversalement non degenerees.
L'homologie de e dernier est etudiee par une tehnique de perturbation, qui brise haque
arateristique en deux orbites non degenerees, orrespondant aux deux points ritiques d'une
fontion de Morse sur S
1
. La dierene des indies de Conley-Zehnder des deux orbites en
question est egale a 1 = dimS
1
. La me^me tehnique de perturbation est utilisee dans [CFHW2℄
pour aluler une homologie de Floer loale et en deduire la stabilite du spetre d'ation du
bord d'une variete sympletique.
Sur la sphere S
2n 1
= D
2n
les arateristiques sont les grands erles et leurs multiples
positifs. Ils apparaissent en familles parametrees par S
2n 1
. Je presente dans ette setion
une perturbation adaptee d'apres [FHW1℄ qui brise diretement haque telle variete d'orbites
periodiques en deux orbites non degenerees, dont la dierene des indies de Conley-Zehnder est
egale a 2n 1 = dimS
2n 1
. L'intere^t de e point de vue est multiple : il permet de visualiser di-
retement l'annulation de l'homologie de Floer des boules, sans passer par l'intermediaire des el-
lipsodes ; il apporte des elairissements a la preuve de l'annulation de FH

(D
2n
) presente dans
[V2℄ ; il met en jeu des aluls interessants d'indie de Conley-Zehnder ; enn, il peut elairer
omme as partiulier les onstrutions de M. Pozniak [Po℄, x3.4 et P. Biran, L. Polterovih, D.
Salamon [BPS℄, x5.2 pour le alul de l'homologie de Floer loale d'une intersetion lagrang-
ienne et, respetivement, d'un hamiltonien admettant une variete d'orbites periodiques non
degeneree au sens de Morse-Bott.
Calul diret de la ohomologie d'une boule. On identie C
n
ave R
2n
en assoiant a z =
x+iy, x; y 2 R
n
le veteur (x
1
; : : : ; x
n
; y
1
; : : : ; y
n
). On onsidere sur C
n
la forme sympletique
standard !
0
=
P
n
i=1
dx
i
^ dy
i
ave la primitive 
0
=
1
2
P
n
i=1
x
i
dy
i
  y
i
dx
i
. Le hamp de
Liouville assoie X(z) =
1
2
z, z 2 C
n
est transverse a toutes les spheres entrees en l'origine. On
travaille ave la struture omplexe standard donnee par la multipliation omplexe ave i, a
savoir J(x
1
; : : : ; x
n
; y
1
; : : : ; y
n
) = ( y
1
; : : : ;  y
n
; x
1
; : : : ; x
n
). Le hamp de Reeb sur S
2n 1
est
X
Reeb
(z) = 2Jz et ses orbites fermees sont les grands erles et leurs multiples, ave ation k,
k 2 N

. Il est lairement possible de onstruire une famille onale de hamiltoniens admissibles
de la forme H

(z) = (jzj
2
), ave  : [0; 1[ ! R satisfaisant j
[0; 1℄
< 0, 
00
 0, 
0
j
[1+;1[
= ,

0
j
[0; 1+)
> 0,  = () > 0. Lorsque  > 0 n'est pas un multiple de  les orbites 1-periodiques de
H

sont parametrees par le point ritique 0 (orbite onstante) et les spheres fz : 
0
(jzj
2
) = lg,
1  l  k ou k <  < (k + 1).
Soient don  6= k et b suÆsamment grand par rapport a  (par exemple b > +1). Alors
(1.18) FH

℄ 1; b℄
(H

) = FH

℄ 1; b℄
(jzj
2
  ) ;
ou 0 <   1 est une onstante telle que jzj
2
    H

. Noter qu'il est toujours possible de
hoisir   1 si  est suÆsamment grand, a ause de la onalite de (H

)

. On peut alors
realiser une homotopie admissible de jzj
2
   vers H

par des hamiltoniens du me^me type que
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H

. Les orbites periodiques reees orrespondent a des arateristiques fermees sur S
2n 1
. On
voit failement que leur ation ne traversera pas b et le theoreme d'invariane par isotopie 1.1.6
permet d'obtenir (1.18).
Pour xer les idees, supposons k <  < (k+1). Le hamiltonienQ

= jzj
2
  a une unique
orbite 1-periodique : la onstante z = 0. Nous avons vu plus haut que la graduation naturelle
sur la (o)homologie de Floer est donnee par l'indie de Conley-Zehnder pris ave le signe
oppose. Cela revient a aluler l'indie des orbites 1-periodiques du hamp  X
Q

(z) = 2Jz,
dont le ot est '
t
(z) = e
2it
z. Son linearise est d'
t
(z)  Y = e
2it
Y , ou enore
d'
t
=
0
B
B
B
B
B


os 2t   sin 2t
sin 2t os 2t

0
.
.
.
0

os 2t   sin 2t
sin 2t os 2t

1
C
C
C
C
C
A
Son indie de Conley-Zehnder est i
CZ
(d'
t
) = n  i
CZ


os 2t   sin 2t
sin 2t os 2t


= n(2k + 1) :
le hemin t 7! e
2it
dans Sp(2; R) a des roisements interieurs pour t = l=, 1  l  k et
un roisement initial pour t = 0, ave une forme d'intersetion onstante de signature 2. On
deduit la ohomologie non tronquee
FH

(H

) =

Z;  = n(2k + 1) ;
0; sinon .
Par onsequent FH

(D
2n
) = lim
  
FH

(H

) = 0. Cei est l'argument de C. Viterbo [V2℄ pour
demontrer l'annulation de l'homologie non tronquee de la boule.
Point de vue alternatif : perturbation de varietes ritiques de Morse-Bott. Je presente
maintenant un point de vue alternatif, en perturbant diretement les varietes ritiques de
H

. Calulons d'abord les indies de Robbin-Salamon i
RS
des orbites 1-periodiques de H

,
k <  < (k+1) parourues dans le sens inverse : l'indie de Robbin-Salamon [RS1℄ generalise
l'indie de Conley-Zehnder a des hemins arbitraires de Sp(2n; R). On a  X
H

(z) = 2
0
(jzj
2
)Jz
ave le ot '
t
(z) = e
2
0
(jzj
2
)Jt
z. Le linearise du ot est
d'
t
(z)  Y = e
2
0
(jzj
2
)Jt
 Y + 2
00
(jzj
2
)Jt  e
2
0
(jzj
2
)Jt
 2hz; Y i  z
Pour z = 0 le linearise est d'
t
(0) = e
2
0
(0)Jt
et satisfait a l'equation dierentielle
_
	(t) =
J diag(2
0
(0))	(t), 	(0) = Id. Pour  suÆsamment grand la onalite de H

impose 
0
(0) < .
Par onsequent le hemin e
2
0
(0)Jt
a un seul roisement en t = 0 ave forme d'intersetion de
signature 2n. On obtient
(1.19) i
RS
(z  0) = n :
Regardons maintenant une sphere S
l
= fz : 
0
(jzj
2
) = lg, 1  l  k. Considerons la
deomposition sympletique J-invariante de T
z
R
2n
, z 2 S
l
donnee par
T
z
R
2n
= Rh
1
2ljzj
2
zi  Rh2lJzi  
z
;
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ou  est la distribution de ontat sur S
l
. La matrie de d'
t
s'erit par rapport a ette
deomposition omme
d'
t
(z) =
0


1 0
2
00
l
 t 1

d'
t
j

z
1
A
et, omme d'
t
(z)j
T
z
S
l
= e
2lJt
, on peut enore erire dans la trivialisation anonique de TR
2n
:
d'
t
(z) = (t) Æ	(t) ;
ave 	(t) = e
2lJt
et
(t) =
0


1 0
2
00
l
 t 1

Id
2n 2
1
A
L'homotopie (f. [CFHW2℄)
K(s; t) =

(st)	(
2t
s+1
); t 
s+1
2

 
(s+ 2)t  (s+ 1)

	(1);
s+1
2
 t
relie ave extremites xees (t)	(t) a la onatenation de 	(t) et (t)	(1). On obtient
i
RS
(d'
t
(z)) = i
RS
((t)	(1)) + i
RS
(	(t)) =
1
2
+ 2ln ;
ou enore
(1.20) i
RS
(S
l
) =
1
2
+ 2ln :
Une fois que nous avons alule les indies avant perturbation, nous pouvons passer a la
desription de elle-i. Par un hangement de variable dependant du temps similaire a [CFHW2℄,
p. 34 on peut supposer que
X
H
t
 0 sur S
l
:
Choisissons une fontion de Morse ave exatement deux points ritiques h : S
l
 ! R. Posons
H
Æ
= H + Æh, Æ > 0. On peut montrer par un argument similaire a [CFHW2℄ que X
H
Æ
a
uniquement deux orbites periodiques (onstantes) au voisinage de S
l
, orrespondant aux deux
points ritiques de h. Soient 	(t) le ot linearise de  X
H
, 
Æ
(t) le ot linearise de  X
Æh
,
	
Æ
(t) le ot linearise de  X
H
Æ
. Pour Æ petit les hemins 	
Æ
(t) et 	(t)
Æ
(t) sont homotopes
a extremites dans Sp
0
(2n; R), le sous-ensemble des matries sympletiques a valeurs propres
dierentes de 1. L'homotopie est donnee par L(s; t) = 	
sÆ
(t)
(1 s)Æ
(t). Le me^me argument
que i-dessus montre alors
i
RS
(	
Æ
) = i
RS
(	) + i
RS
(	(1)
Æ
) :
Or i
RS
(	) =
1
2
+ 2ln par les aluls preedents. Il suÆt don de onna^tre l'indie de M(t) =
	(1)
Æ
(t). Utilisons la denition: i
RS
(M(t)) = (grM(t); ), ou  est l'indie de Maslov du
hemin lagrangien (t) = grM(t) dans
 
R
2n
R
2n
; ( !
std
)!
std

par rapport a la diagonale .
On peut etendre h a
e
h au voisinage de S
l
par la relation
e
h(z; S) = h(z), ou (z; S) 7! Sz est une
parametrisation d'un voisinage de S
l
par S
l
[1 ; 1+℄. Alors X
Æh
(z) = ÆJr
e
h(z) = ÆJrh(z),
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z 2 S
l
et la linearisation du ot au point ritique z
0
2 S
l
est solution de l'equation dierentielle
_
A(t) = D
 
 X
Æh
(z
0
)

 A(t), A(0) = Id
2n
. Cela implique
d'
 X
Æh
t
(z
0
) = e
ÆtJr
2
e
h(z
0
)
:
Mais il est faile de voir que r
2
e
h(z
0
) =

r
2
h(z
0
) 0
0 0

dans la deomposition T
z
0
R
2n
=
T
z
0
S
l
 Rhz
0
i. Cela entra^ne tout de suite que (t) \ = f0g pour t > 0 et on se ramene au
alul de la forme d'intersetion en t = 0. On a
(0) \ = f(X; X) : X = 	(1)Xg = f(X; X) : X 2 T
z
0
S
l
g :
Soit W = f(X;  	(1)X) : X 2 R
2n
g supplementaire lagrangien de (0). Pour t prohe de 0,
(t) est le graphe d'une appliation lineaire (l(t);  	(1)l(t)) : (0)  ! W . Alors l(t) verie
(X; 	(1)X) + (l(t)X;  	(1)l(t)X) = (Y; M(t)Y ). Soit
b
X = (X; X) 2 (0) \  xe. On
denit bw(t) = (w(t);  	(1)w(t)) par w(t) = l(t)X, ou enore M(t)(X + w(t)) = 	(1)X  
	(1)w(t) = X  	(1)w(t) (nous utilisons 	(1) = Id sur TS
l
). En derivant en t = 0 on obtient
_w(0) =
Æ
2
J(r
2
e
h(z
0
)) X. Par denition, la forme d'intersetion agit sur (0) \ omme
 (
b
X;
b
X) =
 
( !) !
 
b
X;
_
bw(0)

Cela donne
 (
b
X;
b
X) =
 
( !) !
 
(X; X); (
Æ
2
J(r
2
e
h)X;  
Æ
2
	(1)J(r
2
e
h)X)

=  Æ!(X; J(r
2
e
h)X) =  ÆhX; r
2
e
h Xi
La signature de   est par onsequent egale a  (2n  1) au point ritique d'indie 0, respetive-
ment egale a 2n  1 au point ritique d'indie 2n  1. Cela signie i
RS
(	(1)
Æ
(t)) = (n 
1
2
)
et
i
RS
(d'
 X
H
Æ
t
(z
0
)) =

2ln  n+ 1; ind
Morse
(z
0
) = 0
2ln+ n; ind
Morse
(z
0
) = 2n  1
La situation peut alors e^tre resumee de la faon suivante: pour k <  < (k + 1) le
hamiltonien H

admet une orbite onstante z  0 d'indie n et k varietes d'orbites periodiques
parametrees par S
2n 1
, d'indies 2ln +
1
2
, 1  l  k. Apres perturbation, haque telle variete
produit deux orbites non degenerees d'indies 2ln   n + 1 et 2ln + n. L'homologie tronquee
FH

( 1; b℄
(H

), b >  a ete alulee plus haut et elle est non triviale uniquement en degre
n+ 2kn, ou elle vaut Z. On deduit les ehes du omplexe de Floer perturbe omme indique
dans le diagramme i-dessous, ou la deuxieme ligne designe le degre dans le omplexe de Floer,
donne par l'oppose de l'indie de Conley-Zehnder (omparer ave [FHW1℄):
Z
oo Id
Z Z
oo Id
Z
: : :
Z
oo Id
Z Z
n
n+ 1
3n
3n+ 1
(2k   1)n (2k   1)n+ 1 (2k + 1)n
Cela permet aussi de retrouver les valeurs des groupes d'homologie de Floer tronques
FH

℄a; b℄
(D
2n
) pour a; b 2 R arbitraires, omme dans [FHW1℄.
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1.2 Hamiltoniens asymptotiquement lineaires
Comme annone dans la setion preedente, nous denissons des groupes d'homologie de Floer
pour des varietes a bord de type ontat a l'aide d'une lasse de hamiltoniens admissibles
stritement plus large que elle de [V2℄. Notre denition s'inspire du adre des hamiltoniens
asymptotiquement quadratiques de [FH1℄. La setion 1.2.1 etablit les denitions nouvelles et
leur relation ave les travaux deja presents dans la litterature. Dans la setion 1.2.2 je demontre
l'existene de bornes C
0
a priori pour les espaes de trajetoires orrespondant a des hamil-
toniens asymptotiquement lineaires et a des homotopies veriant ertaines onditions de rois-
sane a l'inni. Dans la setion 1.2.3 je denis les groupes d'homologie de Floer, isomorphes a
eux denis par C. Viterbo [V2℄ mais desormais plus exibles gra^e a l'extension prealable de
la lasse des hamiltoniens admissibles.
1.2.1 Contexte
Interpretons d'abord la denition des hamiltoniens asymptotiquement quadratiques en regar-
dant C
n
omme omplete sympletique de B
2n
(1). La forme de Liouville, la forme sympletique
et le hamp de Liouville dans C
n
sont, respetivement :

0
=
1
2
n
X
k=1
x
k
dy
k
  y
k
dx
k
;
!
0
= d
0
=
n
X
k=1
dx
k
^ dy
k
not.
= dx ^ dy ;
X(z) =
1
2
z; tel que 
X
!
0
= 
0
:
Le ot de Liouville est '
t
X
(z) = e
t=2
z et la oordonnee S(z) verie z = '
lnS(z)
X
(z
0
), z
0
2 S
2n 1
(1)
onvenablement hoisi. Cela signie z =
p
S(z)  z
0
ou enore S(z) = jzj
2
. On a don un
sympletomorphisme
	 : S
2n 1
(1) [1; 1[ ! fz : jzj  1g ;
	(z
0
; S) =
p
S  z
0
; 	

!
0
j
(z
0
; S)
= d(S
0
j) :
Le hamp de Reeb sur S
2n 1
(1) est X
Reeb
(z
0
) = 2J
0
z
0
, alors que sur S
2n 1
(1)  fSg il s'erit
X
Reeb
(z
0
; S) = 1=SX
Reeb
(z
0
). Ii J
0
designe la struture omplexe standard sur C
n
donnee par
la multipliation ave i. La struture presque omplexe induite par 	 sur S
2n 1
(1)  [1; 1[
verie 	

J = J
0
	

. On note  la distribution de ontat sur S
2n 1
(1) et, pour v

2  un veteur
arbitraire, on alule
J
(z
0
; S)

S
= 	
 1

J
0
	

j
(z
0
; S)

S
= 	
 1

J
0
1
2
p
S
z
0
= 	
 1

1
2
p
S
iz
0
=
1
2S
iz
0
=
1
4S
X
Reeb
(z
0
) =
1
4
X
Reeb
(z
0
; S)
J
(z
0
; S)
X
Reeb
(z
0
) = J
(z
0
; S)
SX
Reeb
(z
0
; S) =  4S

S
J
(z
0
; S)
v

= 	
 1

J
0
p
Sv

= 	
 1

p
SJ
0
v

= J
0
v

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Si g
J
designe la metrique d(S
0
j)(; J ) sur S
2n 1
(1) [1; 1[ alors 	 devient une isometrie.
La ondition prinipale veriee par les hamiltoniens asymptotiquement quadratiques de [FH1℄
etait jH
0
(t; u) Auj=juj  ! 0, juj  ! 1, ave A une matrie symetrique denie positive. On
peut erire Au = r
u
(Q) ave Q une forme quadratique sur R
2n
et la ondition d'asymptotiite
pourra s'erire enore jX
H
(t; u) X
Q
(u)j=juj  ! 0, juj  ! 1 ou bien, tenant ompte du fait
que 	 est un sympletomorphisme et une isometrie pour la metrique g
J
:
jX
HÆ	
(t; z
0
; S) X
QÆ	
(z
0
; S)j=
p
S  ! 0; S  !1 ;
ave Q Æ	(z
0
; S) = S Q(z
0
). Cela amene a poser les denitions suivantes.
Denition 1.2.1. Soit (; ) une variete de ontat. On note  = ker la distribution de ontat
et on munit   [1; 1[ de la forme sympletique d(S). Une struture presque omplexe J
sur la ompletion sympletique ( [1; 1[; d(S)) est dite standard si les onditions suivantes
sont veriees :
J
(x; S)
(

S
) =
1
S
X
Reeb
(x) ;
J
(x; S)
(X
Reeb
(x)) =  S

S
;
J
(x; S)
j

= J
0
;
ou J
0
est une struture presque omplexe ompatible ave d sur . On appellera metrique
onique sur  [1;+1[ la metrique assoiee a une telle struture presque omplexe.
Une metrique onique satisfait a la relation d'homogeneite suivante :
(1.21)


v + a

S


2
(x;S)
= S


v +
a
S

S


2
(x;1)
; v 2 T
x
; a 2 R
La denition qui suit nous sera utile pour aentuer le fait que l'homologie de Floer non
tronquee par l'ation est en fait un invariant de variete sympletique non ompate pluto^t que
de variete ompate ave bord. Des denitions tres similaires sont deja apparues dans [EG, L2℄.
Denition 1.2.2. Une variete sympletique (

M;!) est dite admissible si elle satisfait aux ondi-
tions suivantes :
  il existe un hamp de Liouville deni en dehors d'un ompat et omplet en temps positif,
note  ;
  il existe une hypersurfae ompate  transverse a  telle que
{

M n  admet au moins deux omposantes onnexes dont exatement une est rela-
tivement ompate, notee M ;
{ l'appliation
	 :  [1
 
; +1[ !

M
(x; S) 7 ! '
lnS
x
est bien denie et induit un sympletomorphisme entre
 
  [1;+1[; d(S)

et
(

M nM; !). Ii 1
 
est reel positif plus petit que 1, le ot de  est note ' et  = 

!
est la forme de Liouville.
1. Constrution de l'homologie de Floer 38
Une hypersurfae  satisfaisant aux proprietes preedentes sera appelee hypersurfae de trivi-
alisation pour un voisinage de l'inni dans

M .
Remarquons le fait qu'une variete est admissible si et seulement si elle est sympletomorphe
a la ompletee au sens de 1.1.3 d'une variete sympletique a bord de type ontat. Toute autre
hypersurfae 
0
satisfaisant aux onditions preedentes est neessairement de la forme

0
= 	
 
graph h :   !℄0; +1[

Denition 1.2.3. Soit

M une variete admissible et  une hypersurfae omme dans la denition
1.2.2. Un hamiltonien H(t; x) : S
1


M  ! R est dit asymptotiquement lineaire s'il existe une
fontion f :   ! R
+
telle que, en notant
e
H = H Æ	 et F (x; S) = Sf(x), on ait
jX
e
H
(t; x; S)  X
F
(x; S)j
p
S
S!1
 ! 0
uniformement par rapport a t 2 S
1
et x 2 , la norme j  j etant onsideree par rapport a une
metrique onique sur  [1; +1[.
La denition ne depend pas du hoix de . En eet, soit 
0
= graph
 
h :   !℄0; +1[


℄0; +1[ une autre hypersurfae, qui determine une parametrisation
	
0
: 
0
 [1; +1[ !  (0; +1) n int 
0
 
(x; h(x)); S
0

7 !
 
x; S
0
h(x)

qui est aussi un sympletomorphisme. Vu que S  S
0
, il suÆt de montrer que la metrique j  j

induite par 	
0
sur 
0
 [1; +1[ est equivalente a la metrique onique j  j
0
. Mais j  j

verie
la me^me relation d'homogeneite (1.21) que j  j
0
, et leur equivalene sur 
0
 [1; +1[ revient a
l'equivalene sur 
0
, qui est ompate.
Remarquons d'ailleurs que les orbites 1-periodiques du hamiltonien F (x; S) = Sf(x) qui
sont situees suÆsamment loin de   f1g dans   [1; +1[ sont en orrespondane ave les
arateristiques d'ation egale a 1 sur l'hypersurfae 
0
= graph
 
1
f
:   !℄0; +1[

. La
propriete d'avoir des arateristiques d'ation egale a 1 est maigre dans la topologie C
1
sur les
hypersurfaes [T℄ et on deduit que le hamp hamiltonienX
F
n'a pas de telles orbites periodiques
pour un hoix generique de la fontion f :   !℄0; 1[.
Une derniere remarque: ave notre denition, les hamiltoniens asymptotiquement lineaires
dans C
n
sont les hamiltoniens qui sont asymptotiquement quadratiques au sens usuel [FH1℄ !
1.2.2 Bornes C
0
Comme mentionne plus haut, la bonne denition des groupes d'homologie de Floer depend de
l'existene de bornes C
0
valables a priori pour les solutions u : R S
1
 !

M de l'equation
u
s
+
b
J(s; t; u)u
t
 rH(s; t; u) = 0 ;(1.22)
 1 < inf
s2R
A
H(s)
(u(s)); sup
s2R
A
H(s)
(u(s)) < +1(1.23)
ave H(s; t; u);
b
J(s; t; u) une homotopie de hamiltoniens et strutures presque omplexes
qui verient ertaines onditions speiales que nous expliitons tout de suite. Les onditions
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auxquelles doivent satisfaire H et
b
J , ainsi que les preuves des estimations C
0
, sont adaptees
d'apres [FH1℄. Dans la preuve nale du theoreme 1.2.5 j'utilise une astue analytique tiree de
[CFH2℄.
Pour xer les notations, un point u 2

M qui appartient a  [1; 1[ sera note u = (u; S).
Nous demandons que
b
J soit, pour haque (s; t), une struture presque omplexe ompatible
ave ! qui verie :
Il existe R  1 tel que
b
J(s; t; u; S) = J
std
(u; S); S  R ;(1.24)
Il existe s
0
> 0 tel que
b
J(s; t; u) = J(t; u); s   s
0
;
b
J(s; t; u) =
e
J(t; u); s  s
0
;
(1.25)
ou J
std
designe une struture standard.
Les onditions qu'on impose sur H(s; t; u) sont les suivantes.
H
s
(s; t; u)  0 ;(1.26)
Il existe s
0
> 0 tel que H(s; t; u) = H(t; u); s   s
0
;
H(s; t; u) = K(t; u); s  s
0
;
(1.27)
Il existe f(s; u) : R   !℄0; 1[ telle que F (s; u; S) = Sf(s; u) verie(1.28)
jX
H(s)
 X
F (s)
j
J
std
=
p
S  ! 0; S  !1 ;
jr
s
X
H(s)
 r
s
X
F (s)
j
J
std
=
p
S  ! 0; S  !1 ;
uniformement en s; t et u ;
jr
t
X
H(s)
(s; t; u; S)j
J
std
 (1 +
p
S) ;(1.29)
jH
00
(s; t; u; S) Xj
J
std
 jXj
J
std
; X 2 T
(u;S)
 
 [1; 1[

:(1.30)
La fontion f(s; u) est soumise aux onditions suivantes:
Il existe s
0
> 0 tel que f(s; u) = f
 
(u); s   s
0
;
f(s; u) = f
+
(u); s  s
0
:
(1.31)
En posant F
 
(u; S) = Sf
 
(u) et F
+
(u; S) = Sf
+
(u);(1.32)
les hamps X
F
  et X
F
+ n'ont pas d'orbites de periode 1 passant par des
points de oordonnee S suÆsamment grande.
f
s
(s; u)  0 :(1.33)
Si X
F (bs)
a une orbite periodique pour S grand, alors
f
s


s=bs
 (bs) > 0 :(1.34)
On etend la fontion S (anoniquement denie sur  [1; 1[) a une fontion sur

M telle
que S  1 sur M et
p
S soit lisse. Nous denoterons aussi
H
1;2
(S
1
;

M) = fx 2 L
2
(S
1
;

M ) : jj
p
S Æ xjj
L
2 <1; _x 2 L
2
(x

T

M)g ;
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la metrique sur

M etant prise par rapport a une struture presque omplexe standard sur
 [1; 1[. En pratique on pourra penser a des fontions ontinues, gra^e a l'injetion ompate
H
1;2
(S
1
;

M) ,! C
0
(S
1
;

M) que nous demontrerons plus bas. Introduisons aussi les notations
suivantes, selon [FH1℄.
Soit  : R  S
1
 ! R une fontion lisse. Soit Æ > 0. On note  
Æ
l'ensemble de toutes les
suites (s
k
)
k2Z
telles que
(1.35) 0 < s
k+1
  s
k
 Æ; k 2 Z
s
k
 ! 1; k  ! 1
Pour s = (s
k
) 2  
Æ
on denit
[℄
s
:= supf(s
k
; t) : k 2 Z; t 2 S
1
g :
On pose
[℄
Æ
:= inff[℄
s
: s 2  
Æ
g :
Proposition 1.2.4. ([FH1℄, Prop. 8) Soient a; b;   0 des onstantes reelles et Æ > 0 tel que
Æ
2
 < 
2
:
Il existe une onstante C = C(a; b; ; Æ) > 0 telle que toute fontion qui verie
     a sur R S
1
;
[℄
Æ
< b ;
satisfait aussi
supf(s; t) : (s; t) 2 R S
1
g  C :
C'est dans la preuve de e resultat qu'intervient le prinipe du maximum, inontournable
dans toutes les versions d'homologie de Floer que nous avons disutees. Cette proposition sera
appliquee a la fontion  = S Æu ave u solution arbitraire de (1.22 - 1.23) pour demontrer que
u reste dans le ompat fS  Cg. Plus preisement, nous demontrerons le theoreme suivant.
Theoreme 1.2.5. (estimation a priori C
0
; omparer ave [FH1℄, Thm. 12) Soient H et
b
J satisfaisant
aux onditions (1.24 - 1.34). Il existe une onstante d = d(H;
b
J) > 0 telle que toute solution
de
u
s
+
b
J(s; t; u)u
t
 rH(s; t; u) = 0 ;
 1 < inf
s2R
A
H(s)
(u(s)); sup
s2R
A
H(s)
(u(s)) < +1
verie
(1.36) sup
(s; t)2RS
1
S Æ u(s; t)  d :
Nous nous appuyerons sur trois lemmes preparatoires.
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Lemme 1.2.6. (f. [FH1℄, Lemme 9) Soient H et
b
J satisfaisant aux onditions (1.24 - 1.28) et
(1.31 - 1.32). Il existe des onstantes reelles 
1
 
2
telles que toute solution de
u
s
+
b
J(s; t; u)u
t
 rH(s; t; u) = 0 ;
 1 < inf
s2R
A
H(s)
(u(s)); sup
s2R
A
H(s)
(u(s)) < +1
verie
(1.37) A
H(s)
u(s) 2 [
1
; 
2
℄ :
Demonstration. Nous avons deja alule
d
ds
A
H(s)
u(s) =  
Z
1
0
H
s
(s; t; u(s; t)) dt  k rA
H(s)
(u(s)) k
2
s; u(s)
;
ave
k  k
2
s; x
=
Z
1
0
g
b
J
(s; t; x(t))((t); (t)) dt; x : S
1
 !

M;  2  (x

T

M) :
La roissane de H par rapport a s entra^ne que A
H(s)
u(s) est deroissante et
lim
s! 1
A
H(s)
u(s) = sup
s2R
A
H(s)
u(s) ;
lim
s!+1
A
H(s)
u(s) = inf
s2R
A
H(s)
u(s) :
Par onsequent
R
+1
 1
k rA
H(s)
(u(s)) k
2
s; u(s)
< 1 et ela fournit une suite s
k
 ! 1 telle que
k rA
H(s
k
)
(u(s
k
)) k
2
s
k
; u(s
k
)
 ! 0. Par ailleurs, les hypotheses (1.24 - 1.25) entra^nent le fait que
la norme k  k
2
s; x
sur les hamps de veteurs le long des laets de

M est equivalente a la norme
L
2
usuelle prise par rapport a une struture presque omplexe xee, ompatible ave ! et
standard sur  [1; 1[, et ei uniformement par rapport a s et x. On deduit don l'existene
d'une suite s
k
 !1 telle que, en posant x
k
= u(s
k
), on ait
(1.38) k rA
K
(x
k
) k
L
2
 ! 0 ;
le gradient et la norme etant pris par rapport a une struture presque omplexe standard sur
 [1; 1[. Un raisonnement similaire est valable en  1 et fait intervenir rA
H
.
Posons S
k
= S Æ x
k
. J'aÆrme qu'il suÆt de montrer que
p
S
k
est bornee en norme L
2
pour
deduire l'existene de la borne inferieure universelle 
1
. En eet :
a. k
p
S
k
k
L
2
bornee et k rA
K
(x
k
) k
L
2
bornee impliquent k _x
k
k
L
2
bornee. En eet, la
fontion F
+
(u; S) = S  f
+
(u) a laquelle K est asymptotique verie jrF
+
(u; S)j
2
=
SjrF
+
(u; 1)j
2
et la ondition d'asymptotiite implique l'existene d'une onstante C
1
telle que jrK(t; u; S)j  C
1
p
S, ou enore jrK(t; u)j  C
1
p
S + C
2
. On aura :
k _x
k
k
L
2
k rK(t; x
k
) k
L
2
+ k rA
K
(x
k
) k
L
2
 C
2
+ C
1
k
p
S
k
k
L
2
+ k rA
K
(x
k
) k
L
2
:
Desormais, sauf mention expliite, toutes les normes k  k sont entendues au sens L
2
.
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b. k _x
k
k bornee entra^ne k
p
S
k
0
k bornee. En eet, la ou S
k
(t)  1, erivons x
k
(t) =
(x
k
(t); S
k
(t)) et j _x
k
(t)j
2
= j
_
x
k
(t) + S
0
k
(t)

S
j
2
= S
k
(t)j
_
x
k
(t)j
2
x
k
(t)
+ S
0
k
(t)
2
=S
k
(t). Cela
assure
p
S
k
0
2
 4j _x
k
(t)j
2
. D'un autre o^te, la ou S
k
(t)  1 nous avons
p
S
k
0
2
=

d(
p
S)  _x
k
(t)

2
 j _x
k
(t)j
2
(la norme de d
p
S est bornee par ompaite de M).
. On a une \injetion ompate" H
1; 2
(S
1
;

M) ,! C
0
(S
1
;

M). Soit (y
k
) une suite telle que
k
p
S
k
k et k _y
k
k soient bornees, ou S
k
= S Æ y
k
. Nous voulons montrer l'existene d'une
sous-suite qui onverge en norme C
0
. Le point preedent assure que k
p
S
k
0
k est bornee.
L'injetion ompate H
1; 2
(S
1
; R) ,! C
0
(S
1
; R) donnee par le theoreme d'Arzela-Asoli
fournit une sous-suite de
p
S
k
qui onverge uniformement vers une fontion ontinue
p
S
0
.
La sous-suite de y
k
qui lui orrespond prend ses images dans un ompat M

= fS  g.
Le theoreme d'Arzela-Asoli donne a nouveau une injetion ompate H
1; 2
(S
1
; M

) ,!
C
0
(S
1
; M

) et on trouve une sous-suite qui onverge uniformement vers une limite y. De
plus, S
0
= S Æ y.
Quitte a extraire une sous-suite nous pouvons alors supposer que x
k
onverge uniformement
vers une limite ontinue x.
d. Le fait que k rA
K
(x
k
) k
L
2
 ! 0 entra^ne que x est une orbite de X
K
et x
k
H
1; 2
 ! x. La
onvergene C
0
de x
k
vers x entra^ne la onvergene omme distributions, y ompris de
toutes les derivees. En partiulier _x
k
 ! _x dans D
0
. D'un autre o^te X
K
(t; x
k
) onverge
uniformement vers X
K
(t; x) et en partiulier en norme L
2
. Cela assure _x
k
L
2
 ! X
K
(t; x)
et la onvergene a aussi lieu dans D
0
. Par onsequent _x = X
K
(t; x) et _x
k
L
2
 ! _x.
e. Il existe C = C(K; F
+
) telle que toute orbite 1-periodique x de X
K
satisfait k
p
S Æ x k
C. Cela deoule diretement du lemme 1.2.7 en utilisant l'injetion ompate
H
1; 2
(S
1
;

M) ,! C
0
(S
1
;

M). Comme x est une trajetoire de X
K
on deduit une borne sur
j _xj et don une borne sur l'ation A
K
(x).
Posons

1
= inffA
K
(x) : _x = X
K
(t; x)g >  1
et on aura inf
s
A
H(s)
u(s) = limA
H(s
k
)
u(s
k
)  
1
. La onstante 
2
est deduite de faon similaire
a l'aide d'une suite s
k
 !  1.
Montrons maintenant que k
p
S
k
k
L
2
est bornee. Raisonnons par l'absurde et supposons,
quitte a extraire une sous-suite, que 
k
=k
p
S
k
k =  ! 1, 
k
 1, ou  > 0 est une
onstante xee que nous hoisirons onvenablement plus bas. Posons v
k
(t) = (x
k
(t); S
k
(t)=
2
k
)
pour S
k
(t) > 0 et v
k
(t) = x
k
(t) si S
k
(t) = 0. Pour failite nous erirons sans distinguer
v
k
(t) = (x
k
(t); S
k
(t)=
2
k
). On note
e
S
k
(t) = S Æ v
k
(t), ave k
q
e
S
k
k
L
2
= , k  1.
a. J'aÆrme que k _v
k
k
L
2
est borne. En eet, pour
e
S
k
(t) > 0 nous avons
j _v
k
(t)j
2
= j
_
x(t) +
e
S
0
k
(t)

S
j
2
(x
k
(t);
e
S
k
(t))
=
1

2
k
j
_
x(t) + 
2
k
e
S
0
k
(t)

S
j
2
(x
k
(t); 
2
k
e
S
k
(t))
= j
1

k
_x
k
(t)j
2
;
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alors que, pour
e
S
k
(t) = 0, on aura _v
k
(t) = _x
k
(t). Par onsequent
k _v
k
k
2
=
Z
[
e
S
k
(t)=0℄
j _v
k
(t)j
2
+
Z
[
e
S
k
(t)>0℄
j _v
k
(t)j
2
 k _x
k
 X
K
(t; x
k
) k
2
+
Z
[
e
S
k
(t)=0℄
jX
K
(t; x
k
)j
2
+ k
1

k
_x
k
(t) k
2
:
Le premier terme de la somme est borne en vue de k rA
K
(x
k
) k ! 0, le deuxieme par
ompaite de M et le troisieme en vue de l'inegalite jrK(t; x
k
(t))j  (1 +
p
S
k
(t)), qui
entra^ne que k
1

k
rK(t; x
k
) k est borne.
b. Comme plus haut, nous obtenons la onvergene uniforme d'une sous-suite de (v
k
) vers
une limite ontinue v. J'aÆrme que v satisfait a l'equation _v(t) = X
F
+
(v(t)). En premier
lieu _v
k
 ! _v dans D
0
. Je montre que _v
k
onverge vers X
F
+
(v) en norme L
2
, e qui
entra^nera _v = X
F
+
(v) et _v
k
L
2
 ! _v.
Montrons d'abord que
1

k
k X
K
(t; 
2
k
v) X
F
+
(
2
k
v) k
L
2
 ! 0. Soit  > 0 xe. Il existe S

tel que
1
p
S
jX
K
(t; x; S) X
F
+
(x; S)j < , S  S

. Aussi, pour tout C > 0 il existe k(C)
tel que 
2
k
 CS

, k  k(C). Alors
1

2
k
k X
K
(t; 
2
k
v) X
F
+(
2
k
v) k
2
=
1

2
k
Z
[t:S(v(t))=0℄
jX
K
(t; v) X
F
+(v)j
2
+
+
Z
[t: 0<S(v(t))<
1
C
℄
1

2
k
jX
K
(t; 
2
k
v) X
F
+(
2
k
v)j
2
+
Z
[t:S(v(t))
1
C
℄
1

2
k
jX
K
(t; 
2
k
v) X
F
+(
2
k
v)j
2
:
En eet: le premier terme de la somme est plus petit que  pour k suÆsamment grand
puisque l'integrale est bornee par supfjX
K
(t; x)   X
F
+(x)j : t 2 S
1
; x 2 Mg. Le
deuxieme terme de la somme est plus petit que  pour C  C

suÆsamment grand,
vu que l'integrand est borne. Le troisieme terme est plus petit que  pour k  k(C

).
Nous avons aussi l'inegalite j
1

k
X
K
(t; 
2
k
v
k
)  
1

k
X
K
(t; 
2
k
v)j  2jX
K
(t; v
k
)  X
K
(t; v)j
pour k suÆsamment grand. Elle est aisement obtenue en distinguant les dierents as
selon S = 0 ou S > 0. Nous obtenons
1

k
X
K
(t; 
2
k
v
k
) 
1

k
X
K
(t; 
2
k
v)
L
2
 ! 0 et don
(1.39)
1

k
X
K
(t; 
2
k
v
k
) 
1

k
X
F
+(
2
k
v)
L
2
 ! 0 ;
ou enore
(1.40)
1

k
d
dt

2
k
v
k
 
1

k
X
F
+(
2
k
v)
L
2
 ! 0 :
Si nous savions a e point que S Æ v > 0, la preuve de b. serait nie : on aurait S Æ v
k
> 0
pour k suÆsamment grand et don k _v
k
 X
F
+
(v) k = k
1

k
d
dt

2
k
v
k
 
1

k
X
F
+
(
2
k
v) k
L
2
 ! 0.
Soit   1 tel que 
2
 min f
+
> max f
+
, ou F
+
(x; S) = S  f
+
(x). J'aÆrme que
S Æ v > 1. En eet, il existe t
0
tel que S(v(t
0
)) = 
2
. Supposons qu'il existe t tel que
S(v(t)) = 1 et soit t
1
le plus petit tel t ave S Æ v > 1 sur [t
0
; t
1
[ et S(v(t
1
)) = 1. Le
me^me raisonnement que plus haut fontionne en travaillant sur L
2
[t  Æ; t+ Æ℄ et montre
que _v = X
F
+(v) sur et intervalle. En partiulier, l'image de [t
0
; t
1
℄ par v est situee sur
le niveau 
2
f
+
(v(t
0
)) > max f
+
de F
+
. En partiulier S(v(t
1
))f
+
(v(t
1
)) > max f
+
, e
qui signie S(v(t
1
)) > 1. Cela est une ontradition et l'assertion est prouvee.
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. L'argument preedent montre que, pour  suÆsamment grand, la solution v de l'equation
_v = X
F
+(v) satisfait SÆv > 1. Elle vit don sur un niveau de F
+
ou les orbites periodiques
sont en orrespondane ave les arateristiques de longueur 1 sur le graphe de 1=f
+
. Mais
l'hypothese (1.32) empe^he l'existene de telles arateristiques. Cela prouve le fait que
k
p
S
k
k
L
2
est bornee et aheve la demonstration du lemme 1.2.6.

Lemme 1.2.7. (f, [FH1℄, Lemme 10) Soient H et
b
J satisfaisant aux onditions (1.24 - 1.28) et
(1.31 - 1.32). Pour toute onstante  > 0 il existe une onstante d > 0 telle que
(1.41) k rA
H(s)
(x) k
2
g
J(s)
+
Z
1
0
H
s
(s; t; x(t)) dt  
pour un ertain s 2 R et x 2 H
1;2
(S
1
;

M) entra^ne
(1.42) jjxjj
H
1;2
 d
Demonstration. Comme dans la preuve preedente, le omportement asymptotique de
b
J permet
de remplaer la norme k  k
s; x
sur les hamps de veteurs le long d'un laet x par la norme
L
2
usuelle, alors que le gradient par rapport a la metrique g
b
J(s)
peut e^tre remplae par le
gradient usuel par rapport a une metrique assoiee a une struture presque omplexe standard.
Montrons alors que l'hypothese
k rA
H(s)
(x) k
2
L
2
+
Z
1
0
H
s
(s; t; x(t)) dt < 
implique k
p
S Æ x k
L
2
< d, k _x k
L
2
< d ou d = d(). De plus, nous avons vu plus haut qu'il
suÆt de montrer que k
p
S Æ x k est borne, puisque k rA
H(s)
(x) k est borne. Raisonnons par
l'absurde et supposons qu'il existe une suite (s
k
; x
k
) telle que
k
p
S Æ x
k
k ! 1 ;
k rA
H(s
k
)
(x
k
) k ;
Z
1
0
H
s
(s
k
; t; x
k
(t)) dt   :
Comme H(s) est onstant pour s   s
0
ou s  s
0
, nous pouvons supposer apres extration
eventuelle d'une sous-suite que s
k
 ! bs. Posons S
k
= SÆx
k
et 
k
=k
p
S
k
k =, ave   1 une
onstante qui sera onvenablement hoisie plus bas. Ave le me^me abus de notation que dans
le lemme preedent on pose v
k
(t) = (x
k
(t); S
k
(t)=
2
k
) et, pareillement, on trouve une sous-suite
extraite notee enore v
k
qui onverge uniformement vers une limite ontinue v.
J'aÆrme que v satisfait l'equation _v = X
F (bs)
(t; v) si  est suÆsamment grand. La preuve
est parfaitement similaire a elle du lemme preedent, ave la seule observation que, dans le
passage de (1.39) a (1.40), nous utilisons juste le fait que k rA(x
k
) k est borne et non qu'il
tend vers zero. Le ro^le de F
+
sera maintenant joue par F (bs). De plus, pour  suÆsamment
grand, l'image de v est ontenue dans  [1; 1[ et on pourra erire v(t) = (x(t); S(t)).
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L'hypothese (1.34) assure l'existene d'un  > 0 tel que
f
s
(bs; x)  . D'un autre o^te, an
d'exploiter l'hypothese
R
1
0
H
s
dt  , alulons:
H
s
(s; t; x; S) =
Z
0;1
d
d
H
s
(s; t; x; S + 1  ) d +
H
s
(s; t; x; 1)
=
Z
1
0

2
H
sS
(s; t; x; S + 1  )  (S   1) d +
H
s
(s; t; x; 1)
=
Z
1
0


2
H
sS
(s; t; x; S + 1  ) 

2
F
sS
(s; t; x; S + 1  )

 (S   1) d
+
H
s
(s; t; x; 1) +
f
s
(s; x)  (S   1) :
Nous avons utilise le fait que

2
F
sS
=
f
s
. En lisant la deuxieme ondition de (1.28) sur la
omposante =S du gradient on obtient




2
H
sS
(s; t; x; S) 

2
F
sS
(s; x; S)



 ! 0
ave onvergene uniforme en s, t et x. Cela implique, pour tout  > 0, l'existene d'une
onstante 

telle que




2
H
sS
(s; t; x; S) 

2
F
sS
(s; x; S)



  +


p
S
:
Pour k suÆsamment grand nous obtenons (ave s
k
prohe de bs):
 
Z
1
0
H
s
(s
k
; t; x
k
(t); S
k
(t)) dt
  

2
k
p
S
k
k
2
L
2
 

k
p
S
k
k
L
1
  C +

2
k
p
S
k
k
2
L
2
 

2
Or k
p
S
k
k
L
1
k
p
S
k
k
L
2
. Alors, pour  < , le membre de droite tend vers +1 ave k en vue
de la supposition k
p
S
k
k
L
2
 !1. On a une ontradition et le lemme 1.2.7 est demontre.

Lemme 1.2.8. (f. [FH1℄, Proposition 11) Soient H et
b
J satisfaisant aux onditions (1.24 - 1.28)
et (1.31 - 1.32). Pour tout Æ > 0 il existe une onstante 
Æ
> 0 telle que toute solution de
u
s
+
b
J(s; t; u)u
t
 rH(s; t; u) = 0 ;
 1 < inf
s2R
A
H(s)
(u(s)); sup
s2R
A
H(s)
(u(s)) < +1
verie
(1.43) [
p
S Æ u℄
Æ
 
Æ
:
Demonstration. Soit u(s; t) une telle solution. Le lemme 1.2.6 assure l'existene de onstantes

1
< 
2
telle que A
H(s)
u(s) 2 [
1
; 
2
℄, s 2 R. Posons  = 
2
  
1
. On deduit que, pour tous
a < b, on a
(1.44)
Z
b
a

k rA
H(s)
(u(s)) k
2
s; u(s)
+
Z
1
0
H
s
(s; t; u(s; t)) dt

ds = A
H(a)
u(a) A
H(b)
u(b)   :
1. Constrution de l'homologie de Floer 46
Posons bs
k
= kÆ=4,  = Æ=16. La relation (1.44) appliquee a a = bs
k
   , b = bs
k
+  entra^ne
l'existene de reels s
k
2 [bs
k
  ; bs
k
+  ℄ tels que x
k
= u(s
k
) verie
k rA
H(s
k
)
(x
k
) k
2
s
k
; u(s
k
)
+
Z
1
0
H
s
(s
k
; t; x
k
(t)) dt    8=Æ :
Le lemme 1.2.7 implique l'existene d'une onstante d(Æ) telle que k
p
S Æ x
k
k < d(Æ) et k _x
k
k
< d(Æ). Comme k _x
k
k est borne on deduit que k
p
S Æ x
k
0
k est borne et l'injetion ompate
H
1; 2
(S
1
; R) ,! C
0
(S
1
; R) entra^ne l'existene d'une onstante 
Æ
telle que k
p
S Æ x
k
k
C
0
 
Æ
.
Par ailleurs, ave la notation (1.35) on voit que (s
k
) 2  
Æ
. En eet, s
k
 ! 1, k  ! 1 et
Æ
8
 s
k+1
  s
k

2Æ
4
+
Æ
16
  (
Æ
4
 
Æ
16
) =
6Æ
16
:
Par onsequent [
p
S Æ u℄
Æ
 
Æ
.

Demonstration du theoreme 1.2.5. Posons (s; t) = S Æ u(s; t). Par le lemme 1.2.8 la fontion 
verie deja [℄
Æ
 (
Æ
)
2
. Je montre i-dessous qu'elle satisfait a une inequation elliptique
   A B ;
ave A, B des onstantes positives dependant uniquement de H et
b
J et pas de u. Il suÆra alors
de hoisir Æ tel que Æ
2
B < 
2
pour que le lemme 1.2.4 fournisse une borne C
0
pour .
J'exprimerai de faon onvenable  en utilisant notamment dans (1.45) une astue al-
ulatoire tiree de [CFH2℄ pour mettre en evidene un terme du type ju
s
j
2
+ ju
t
j
2
. Soit R  1
tel que
b
J(s; t; u; S) = J(u; S) est standard et independante de s et t pour S  R
2
. Sur
  = f(s; t) : (s; t)  R
2
g on a dS Æ J =  S et on peut erire:

s
(s; t) = dS  u
s
(s; t) = dS  ( Ju
t
+H
0
(s; t; u))
= S(u(s; t))(u
t
) + dS H
0
(s; t; u) :

t
(s; t) = dS  u
t
(s; t) = dS  (Ju
s
  JH
0
(s; t; u))
=  S(u(s; t))(u
s
) + S(H
0
(s; t; u)) :

s
 
S(u(s; t))(u
t
)

  
t
 
S(u(s; t))(u
s
)

(1.45)
= u
s
 
(S)(u
t
)

  u
t
 
(S)(u
s
)

= d(S)(u
s
; u
t
) + (S)
 
[u
s
; u
t
℄

= d(S)(u
s
; u
t
) = !(u
s
; u
t
) =
1
2
!(u
s
; u
t
) +
1
2
!(u
s
; u
t
)
=
1
2
!(u
s
; Ju
s
  JH
0
) 
1
2
!(u
t
;  Ju
t
+H
0
)
=
1
2
 
ju
s
j
2
+ ju
t
j
2

 
1
2
!(u
s
; JH
0
) 
1
2
!(u
t
; H
0
) :
On obtient
 =
1
2
 
ju
s
j
2
+ ju
t
j
2

 
1
2
!(u
s
; JH
0
) 
1
2
!(u
t
; H
0
) + dS  
s
H
0
(s; t; u)
+ dS 
 
H
00
(s; t; u)  u
s

+ (dS  u
t
)  (H
0
(s; t; u)) + S
 

t
H
0
(s; t; u)

+ S
 
H
00
(s; t; u)  u
t

:
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Evaluons maintenant les termes qui omposent le membre de droite de l'egalite preedente. La
premiere propriete de (1.28) entra^ne
j!(u
s
; JH
0
)j  ju
s
j  jH
0
j  
1
(1 +
p
)ju
s
j ;
!(u
t
; H
0
)  ju
t
j  jH
0
j  
1
(1 +
p
)ju
t
j :
La norme de dS(u; S) en tant qu'appliation lineaire est bornee par
p
S et la deuxieme propriete
de (1.28) entra^ne
jdS  
s
H
0
(s; t; u)j  
2
(1 +
p
)
2
:
La norme de (u; S) en tant qu'appliation lineaire est bornee par 1=
p
S. On obtient alors
j(H
0
)j  
3
et
j(dS  u
t
)  (H
0
(s; t; u))j  
1

3
(1 +
p
)ju
t
j :
La norme d'appliation lineaire de S(u; S) est bornee par
p
S et la propriete (1.29) entra^ne
jS(
t
H
0
(s; t; u))j  
4
(1 + ) ;
alors que (1.30) donne
jS(H
00
(s; t; u)  u
t
)j  
5
(1 +
p
)ju
t
j :
La somme des termes autres que 1=2(ju
s
j
2
+ ju
t
j
2
) est don bornee par
C
1
(1 + ) +C
2
(1 +
p
)ju
t
j+ C
3
(1 +
p
)ju
s
j :
Mais l'inegalite C
3
(1 +
p
)ju
s
j  1=2ju
s
j
2
+ 2C
2
3
(1 +
p
)
2
 1=2ju
s
j
2
+ 4C
2
3
(1 + ) et son
analogue pour C
2
(1 +
p
)ju
t
j entra^nent
   A B ;
ave A = B = C
1
+4C
2
2
+4C
2
3
. Cette inegalite est valable pour (s; t)  R
2
. Pour obtenir une
inegalite globale sur R S
1
nous proedons omme dans [FH1℄. Considerons une fontion lisse
' : R
+
 ! R
+
telle que '(S)  0 pour S  R
2
, '
0
(S) = 1 pour S  R
2
+1 et '
00
(S) > 0 pour
R
2
< S < R
2
+ 1. Alors ' verie
(1.46) S  '(S) + C
pour une onstante C onvenable. Posons (s; t) = ' Æ (s; t). Puisque [℄
Æ
 [℄
Æ
, Æ > 0 il
suÆt de montrer que  satisfait a une equation du type    a  b ave a, b des onstantes
positives pour en deduire une borne C
0
. L'inegalite (1.46) fournira alors une borne C
0
sur .
Le alul suivant aheve la preuve:
 = 
s
 
'
0
((s; t))  
s

+ 
t
 
'
0
((s; t))  
t

= '
00
((s; t)) 
 
(
s
)
2
+ (
t
)
2

+ '
0
((s; t)) 
 '
0
((s; t))( A B)   A B   A B :

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1.2.3 Nouvelle denition de l'homologie de Floer
Je rappelle la denition 1.2.3. Soient

M une variete admissible et  une hypersurfae omme
dans la denition 1.2.2, trivialisant le omplementaire d'un ompat par le dieomorphisme
de Liouville 	 :   [1; 1[ !

M n int(). Un hamiltonien H(t; x) : S
1


M  ! R est
asymptotiquement lineaire s'il existe une fontion f :   ! R
+
telle que, en notant
e
H = H Æ	
et F (x; S) = Sf(x), on ait
jX
e
H
(t; x; S) X
F
(x; S)j
p
S
S!1
 ! 0
uniformement par rapport a t 2 S
1
et x 2 . La norme j  j est onsideree par rapport a une
metrique onique sur  [1; +1[.
Soit maintenant U 

M un ouvert relativement ompat. En suivant [FH1℄ on denit la
lasse des hamiltoniens admissibles H(U) par les proprietes suivantes:
  Hj
S
1
U
< 0;
  H est asymptotiquement lineaire ave une asymptote F (x; S) telle que X
F
n'a pas
d'orbites 1-periodiques pour des valeurs suÆsamment grandes de S;
  H verie les onditions (1.29-1.30) i.e. il existe une onstante  > 0 telle que
jr
t
X
e
H
(t; u; S)j
J
std
 (1 +
p
S) ;
j
e
H
00
(t; u; S) Xj
J
std
 jXj
J
std
; X 2 T
(u; S)
 
 [1; 1[

;
ou J
std
est une struture presque omplexe ompatible ave ! et standard sur  [1; 1[.
On designe par H
reg
(U) l'ensemble des hamiltoniens dont toutes les orbites 1-periodiques
sont non degenerees, tandis que J designe l'ensemble des strutures presque omplexes om-
patibles ave ! et standard sur  [1; 1[. Pour H 2 H
reg
(U) on designe par P(H) l'ensemble
de ses orbites 1-periodiques. Elles sont toutes ontenues dans un ompat par le lemme 1.2.7
et l'injetion ompate H
1; 2
(S
1
;

M) ,! C
0
(S
1
;

M). En partiulier, il y en a un nombre ni.
Exatement la me^me demarhe que elle expliquee dans 1.1.3. fontionne pour denir des
groupes de ohomologie de Floer, vu que nous avons etabli les bornes C
0
valables a priori sur
les solutions de l'equation
u
s
+
b
J(s; t; u)u
t
 rH(s; t; u) = 0
qui satisfont a la ondition supplementaire
 1 < inf
s2R
A
H(s)
(u(s)); sup
s2R
A
H(s)
(u(s)) < +1 :
Celle-i est automatiquement veriee sous l'hypothese imposee dans la onstrution de Floer
u(s)  ! x

; s  ! 1 ;
ave x
 
2 P(H), x
+
2 P(K), (H; J)  (K;
e
J) et J ,
e
J des strutures presque omplexes
regulieres pour H et K respetivement.
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Il faut noter que, par leur denition me^me, les groupes d'homologie de Floer FH

℄a; b℄
(U)
sont alulables a l'aide de toute suite onale (H
n
; J
n
), n  1 :
FH

℄a; b℄
(U) = lim
  
n
FH

℄a;b℄
(H
n
; J
n
) ;
FH

℄a;+1[
(U) = lim
  
b
FH

℄a; b℄
(U); b!1 ;
FH

(U) = FH

℄ 1;1[
(U) :
En partiulier, pour U = M notre denition des groupes d'homologie de Floer onide ave
elle de C. Viterbo [V2℄: les hamiltoniens derits dans 1.1.3. sont admissibles, asymptotiquement
lineaires et forment une famille onale dans H
reg
(M). Comme annone, notre denition etend
a la fois elle de [FH1℄ et elle de [V2℄.
Remarque 1. La presente denition des groupes d'homologie sympletique est suseptible
d'appliations pour e qui est des apaites sympletiques d'ouverts dans des varietes admissi-
bles (onvexes a l'inni) plus generales que C
n
. Je ne poursuis pas ette reherhe dans ette
these.
Remarque 2. Rappelons le fait que D. Hermann [He1℄ a demontre que, pour des ouverts RCT
bornes dans C
n
, l'homologie intrinseque au sens de [V2℄ onide ave l'homologie extrinseque
au sens de [FH1℄. Le me^me resultat restera vrai dans notre adre : pour toute variete admissible

M et tout ouvert U 

M borne et a bord de type ontat restreint, l'homologie intrinseque de
U denie en termes de
b
U onide ave son homologie extrinseque denie en termes de

M .
Pour lore ette setion, je donne un resultat d'invariane par isotopie qui prolonge le
orollaire 1.1.8.
Proposition 1.2.9. Soient U  U
0
deux ouverts a bord lisse de

M satisfaisant aux onditions
suivantes:
  U et U
0
sont ontenus dans le domaine de denition du hamp de Liouville etendu a

M par S

S
;
  le hamp de Liouville est transverse et exterieur a U; U
0
.
Soit V un ouvert tel que U  V  U
0
. Alors il y a des isomorphismes anoniques
FH

(U)
oo 
FH

(V )
oo 
FH

(U
0
)
:
Demonstration. La remarque a faire est que toute inlusion d'ouverts U
I
,! U
0
determine un
morphisme en homologie de Floer
FH

(U
0
)
I

 ! FH

(U) ;
vu que tout hamiltonien admissible pour U
0
l'est aussi pour U . Un argument similaire a [FH1℄,
Thm. 36 permet de prouver que, sous nos hypotheses, le morphisme I

est un isomorphisme
qui onide ave elui du 1.1.8.
Considerons maintenant un ouvert V
0
= '
T
(V ), ou '
t
est le ot du hamp de Liouville et
T > 0 est hoisi suÆsamment grand pour que U
0
 V
0
. Comme (V
0
; !) ' (V; e
t
!) il s'ensuit
diretement que l'inlusion V  V
0
induit un isomorphisme en homologie de Floer.
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Aux inlusions U
i
,! V
j
,! U
0
k
,! V
0
orrespond la suite (non exate !) de morphismes en
homologie de Floer
FH

(V
0
)
k

//
FH

(U
0
)
j

//
FH

(V )
i

//
FH

(U) :
Par e qui preede les morphismes omposes j

Æ k

et i

Æ j

sont des isomorphismes. Cela
entra^ne que j

est un isomorphisme et, par onsequent, k

et i

le sont aussi.

2. LA FORMULE DE K

UNNETH EN (CO)HOMOLOGIE DE FLOER
2.1 Contexte et prinipe de demonstration
Comme nous l'avons explique dans le hapitre preedent, le peu de resultats alulatoires on-
ernant l'homologie de Floer non tronquee des varietes a bord de type ontat rend interessante
la mise en evidene de strutures algebriques assoiees a des strutures geometriques addition-
nelles sur la variete. Je demontre i-dessous une formule de Kunneth pour un produit de varietes
sympletiques a bord de type ontat restreint et je donne des appliations a la onjeture de
Weinstein dans des produits

M  C
n
, n  1 ou

M est une variete admissible ave hamp de
Liouville globalement deni (par exemple un otangent T

N de variete ompate).
Une formule de e type a ete demontree pour un produit de disques de C par A. Floer, H.
Hofer et K. Wysoki dans [FHW1℄ et 'est du me^me artile (p. 583 et p. 595) que j'ai emprunte
ertaines idees de preuve. Pour un produit de varietes sympletiques arbitraires a bord de type
ontat restreint, la formule a ete annonee par C. Viterbo dans [V2℄.
A la n du hapitre j'indique une appliation a l'existene d'orbites periodiques sur ertaines
hypersurfaes d'un produit

M
b
N ave

M variete admissible et
b
N variete de Stein sous-ritique.
Pour
b
N = C
n
, n  1 le resultat est apparente a l'artile de H. Hofer et C. Viterbo [HV℄.
2.1.1 Hypotheses de travail
On onsidere (M; !) et (N; ) des varietes sympletiques a bord de type ontat restreint
(RCT). Cela veut dire qu'il existe des hamps de veteurs X; Y globalement denis sur M et
respetivement N , transverses au bord et veriant
L
X
! = ! ;
L
Y
 =  :
Les ots de X et Y dilatent (exponentiellement) les volumes ('
X
t
)

! = e
t
!, ('
Y
t
)

 = e
t
 et
ela entra^ne automatiquement le fait que X et Y sont exterieurs le long du bord.
Nous nous proposons i-dessous d'etudier l'homologie de Floer (non tronquee) du produit
(M N; ! ). C'est une variete sympletique a bord singulier (M  N) [ (M N), dont
le lieu singulier est M  N . On designe par 
M
; 
N
: M N  ! M; N les projetions sur
M et N respetivement. Le hamp
Z = 

M
X + 

N
Y
est globalement deni sur M N et verie enore
L
Z
 
!  

= !   :
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Il est de plus transverse a (M N) le long de la partie lisse et reste transverse a tout lissage
C
1
- petit de la partie singuliere M N . Par onsequent, la variete sympletiqueM N est
anoniquement a bord de type ontat restreint (modulo un lissage C
1
- petit).
La raison pour laquelle nous avons suppose queM et N sont a bord de type ontat restreint
pluto^t que simplement a bord de type ontat devient en e moment laire: le bord du produit
M  N fait intervenir M et N et pas seulement leurs bords. Il est par onsequent neessaire,
an de pouvoir onstruire un hamp de Liouville de la forme Z = 

M
X + 

N
Y , d'avoir des
hamps de Liouville globalement denis sur M et N .
A premiere vue, le fait de travailler ave une variete sympletique a oins peut sembler
ge^nant. En pratique, ela ne pose pas de problemes vu la remarque suivante: la (o)homologie
de Floer non tronquee d'une variete M a bord est en fait un invariant de la variete ompletee

M . Le vrai espae dont on herhe a aluler la (o)homologie de Floer est en realite le produit

M
b
N qui, lui, est non ompat mais lisse. C'est une variete admissible au sens de la denition
1.2.2, sympletomorphe a la ompletee de tout lissage C
1
-petit de (M N). Un autre point
de vue rassurant est le suivant : on peut regarder M  N omme un ouvert de

M 
b
N et
son homologie de Floer est bien denie en termes de hamiltoniens asymptotiquement lineaires
omme dans le hapitre preedent. De plus, FH

(M N) (respetivement FH

(M N)) est
isomorphe a FH

(int()) (respetivement FH

(int())), ou  est un lissage de (M  N)
transverse au hamp de Liouville : en eet, nous pouvons enadrer M  N entre deux tels
ouverts int() et int(
0
) et appliquer la proposition 1.2.9.
2.1.2 Enone des resultats
Les dierentes versions de la formule de Kunneth, y ompris elle que nous allons etablir, ont
omme fondement le resultat suivant, que nous appellerons formule de Kunneth algebrique et
sur lequel on pourra par exemple onsulter A. Dold [D℄ VI.9.13.
Theoreme 2.1.1. Soient C

et D

des omplexes dierentiels homologiques de Z-modules libres.
Pour tout k 2 Z on a une suite exate fontorielle en C

et D

:
0
// L
r+s=k
H
r
(C

)

Z
H
s
(D

)
//
H
k
(C


D

)
// L
r+s=k 1
Tor
Z
1
 
H
r
(C

); H
s
(D

)
 //
0 :
Cette suite exate est sindee, mais pas anoniquement.
On designe par Tor
Z
1
(A; B) (ou enore Tor
1
(A; B)) le produit de torsion des groupes
abeliens A et B. Il est deni de la faon suivante. Soit 0 ! R ! F ! A ! 0 une resolution
libre a deux termes pour A. On denit Tor
1
(A; B) de faon a ompleter la suite exate
0 ! Tor
1
(A; B) ! R 
 B ! F 
 B ! A 
 B ! 0. En fait Tor
1
(A; ) est le premier (et
le seul, puisque A est un module sur un anneau prinipal) fonteur derive de A
  . Il verie
Tor
1
(Z; B) = 0 ar Z est libre et Tor
1
(Z
m
; Z
n
) = Z
pgd(m;n)
. En pratique, e sont toutes les
informations dont on a besoin ([Br℄ V.6).
Le theoreme de Kunneth algebrique a des onsequenes immediates pour e qui est du
alul de l'homologie d'un produit X  Y d'espaes topologiques ar le produit tensoriel des
omplexes de (o)ha^nes sur X et Y alule la (o)homologie du produit X  Y (theoreme
d'Eilenberg-Zilber [D℄ VI.12.1). Nous donnons la version de Kunneth valable en homologie
relative pour un produit de varietes a bord : le triple (M N; M N; M  N) est exisif,
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vu que M  N et M  N sont des sous-omplexes de M  N [D℄ V.4.6. et la formule de
Kunneth en homologie relative s'appliquera [D℄ VI.12.16. D'ailleurs, on peut aussi raisonner
diretement en termes d'homologie de Morse omme dans 3.5.1 an d'obtenir :
0
//
L
r+s=k
H
r
(M; M)

Z
H
s
(N; N)
//
H
k
(M N; M N [ M  N)

L
r+s=k 1
Tor
Z
1
 
H
r
(M; M); H
s
(N; N)

//
0
Nous pouvons maintenant enoner nos resultats:
Theoreme 2.1.2 (Formule de Kunneth en homologie de Floer). Soient (M; !), (N; ) des varietes
sympletiques ompates a bord non vide de type ontat restreint. On suppose que h!; 
2
(M)i =
h
1
(M); 
2
(M)i = 0, h; 
2
(N)i = h
1
(N); 
2
(N)i = 0. On pose dimM = 2m, dimN = 2n.
a. Pour tout k 2 Z on a une suite exate :
(2.1)
0
// L
r+s=k
FH
r
(M; !) 
 FH
s
(N; )
//
FH
k
(M N; !  )

L
r+s=k 1
Tor
1
 
FH
r
(M; !); FH
s
(N; )
 //
0
Cette suite exate est sindee, mais pas anoniquement.
b. On a le morphisme suivant entre les suites exates de Kunneth, ou 

designe l'appliation
de l'homologie singuliere vers l'homologie de Floer denie au (1.16), k; r; s; r
0
; s
0
sont
des entiers et l'homologie est alulee a oeÆients entiers.
(2.2)
0
// L
r+s=k
FH
r
(M)
 FH
s
(N)
//
FH
k
(M N)
//
Tor
1; k 1
(FH)
//
0
L
r+s=k
H
m+r
(M; M)
H
n+s
(N; N)





OO
g
Tor
1; m+n+k 1
(H)
Tor(

)
OO
0
// L
r
0
+s
0
=m+n+k
H
r
0(M; M)
H
s
0 (N; N)
//
H
m+n+k
(M N; (M N))
//


OO
Tor
1; m+n+k 1
(H)
//
0
Nous avons utilise les notations suivantes (k 2 Z):
Tor
1; k 1
(FH) =
M
r+s=k 1
Tor
1
 
FH
r
(M); FH
s
(N)

;
Tor
1;m+n+k 1
(H) =
M
r
0
+s
0
=m+n+k 1
Tor
1
 
H
r
0
(M; M); H
s
0
(N; N)

;
g
Tor
1;m+n+k 1
(H) =
M
r+s=k 1
Tor
1
 
H
m+r
(M; M); H
n+s
(N; N)

:
Les me^mes resultats sont valables a oeÆients dans un A-module quelonque, ave A un anneau
arbitraire, en remplaant Tor
Z
1
par Tor
A
1
.
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Theoreme 2.1.3 (Formule de Kunneth en ohomologie de Floer a oeÆients dans un orps). Sous
les hypotheses du theoreme 2.1.2 les aÆrmations suivantes sont valables :
a. Pour tout k 2 Z on a un isomorphisme
(2.3)
L
r+s=k
FH
r
(M; !)
 FH
s
(N; )
 //
FH
k
(M N; !  ) ;
les groupes de ohomologie etant alules a oeÆients dans un orps.
b. On a le diagramme ommutatif suivant, ou 

designe l'appliation depuis la ohomologie
de Floer vers la ohomologie singuliere denie au (1.13), k; r; s; r
0
; s
0
sont des entiers et
la ohomologie est alulee a oeÆients dans un orps.
(2.4)
L
r+s=k
FH
r
(M) 
 FH
s
(N)
 //






FH
k
(M N)



L
r+s=k
H
m+r
(M; M)
H
n+s
(N; N)
L
r
0
+s
0
=m+n+k
H
r
0
(M; M)
H
s
0
(N; N)
 //
H
m+n+k
(M N; (M N))
2.1.3 Prinipe de la demonstration
Rappelons que l'homologie de Floer est denie omme
FH

(M; !) = lim
 !
(H;J)
FH

(M; H; J) ;
ou H parourt un ensemble dirige de hamiltoniens admissibles et on a ignore les problemes
de tronature par les valeurs de l'ation. En analogie ave l'interpretation de la formule de
Kunneth en homologie de Morse, l'idee immediate est de onsiderer sur M N le hamiltonien
H +K, ou H et K sont admissibles sur M et N respetivement. En hoisissant sur M  N
omme struture presque omplexe le produit de strutures presque omplexes admissibles sur
M et N , le omplexe de Floer assoie a H +K s'identiera au produit tensoriel des omplexes
de Floer assoies a H et K
FC

(M N; H +K) = FC

(M; H)
 FC

(N; K) :
On obtient
FH

(M N; H +K; J
1
 J
2
) = H

 
FC

(M; H; J
1
)
 FC

(N; K; J
2
)

:
Or, par le theoreme de Kunneth algebrique, le terme H

 
FC

(M; H)
 FC

(N; K)

s'insere
dans une suite exate similaire a elle de l'enone du theoreme
0
//
L
r+s=k
FH
r
(M; H)
 FH
s
(N; K)
//
H
k
 
FC

(M; H)
 FC

(N; K)


L
r+s=k 1
Tor
1
 
FH
r
(M; H); FH
s
(N; K)

//
0
2. La formule de Kunneth en (o)homologie de Floer 55
Le point ruial dans la preuve du theoreme de Kunneth homologique est le fait que la limite
indutive est un fonteur exat qui de plus ommute ave les produits tensoriels et ave leurs
fonteurs derives - en partiulier ave le fonteur Tor
1
dans la ategorie des groupes abeliens.
En passant a la limite indutive selon les H et K admissibles sur M et N on deduit une suite
exate
0
//
L
r+s=k
FH
r
(M; !)
 FH
s
(N; )
//
lim
 !
FH
k
(M N; H +K)

L
r+s=k 1
Tor
1
 
FH
r
(M; !); FH
s
(N; )

//
0
ave lim
!
FH
k
(M  N; H +K) etant prise sur les hamiltoniens admissibles H et K. Il s'agit
de montrer que ette limite indutive alule eetivement FH
k
(M N; !  ).
Pour M = U  C
m
, N = V  C
n
des ouverts a bord de type ontat restreint, ette
approhe fontionne telle quelle : la somme H + K de deux hamiltoniens asymptotiquement
quadratiques au sens de [FH1℄ l'est enore. Nous allons presenter une preuve detaillee pour
ette situation dans la setion suivante - elle servira de modele pour suivre les onstrutions
ulterieures.
Lorsque les varietes M et N sont arbitraires, une premiere etape onsiste a etendre la
denition des hamiltoniens asymptotiquement quadratiques et a denir une homologie de Floer
dans e nouveau ontexte. Cela a ete realise dans le hapitre preedent ave e que j'ai ap-
pele \hamiltoniens asymptotiquement lineaires" (a.l.) . Malheureusement, me^me ave ette
denition etendue, une somme H + K de hamiltoniens a.l. ne l'est pas forement. Je serai
amene a la deformer de faon a la rendre a.l. Cela sera realise ave des elements H et K d'une
forme speiale, inspiree par [V2℄ et [He2℄.
A la dierene de l'homologie, la ohomologie de Floer utilise des limites projetives. Or
la limite projetive est exate a gauhe, mais n'est generalement pas exate. L'exatitude est
valable pour des espaes vetoriels de dimension nie et ela explique l'enone plus restritif
du theoreme de Kunneth ohomologique.
2.2 Formule de Kunneth pour des ouverts RCT bornes dans C
n
J'utilise dans ette setion la denition de [FH1℄ pour l'homologie de Floer. Voii un rappel
des proprietes auxquelles doivent verier les hamiltoniens H : S
1
C
n
 ! R admissibles pour
un ouvert borne U  C
n
:
a. H
j
S
1


U
< 0 ;
b. il existe une matrie A denie positive telle que
jH
0
(t; u) Auj
juj
 !0; juj ! 1 ;
uniformement en t 2 S
1
;
. le systeme dierentiel
 i _x = Ax; x(0) = x(1)
admet seulement la solution triviale x  0 ;
2. La formule de Kunneth en (o)homologie de Floer 56
d. il existe une onstante  > 0 telle que
k H
00
(t; u) k ;



H
0
t
(t; u)



 (1 + juj); 8 t 2 S
1
; u 2 C
n
:
La lasse des hamiltoniens admissibles pour un ouvert U  C
n
est noteeH(U). L'observation
fondamentale est que H +K est admissible pour U  V  C
p
; p = m+ n, si H et K le sont
pour U  C
m
, respetivement V  C
n
. Les onditions a, , d sont immediates a verier, la
matrie denie positive assoiee a H +K etant
C =

A 0
0 B

;
ou A, B sont les matries denies positives assoiees a H et K respetivement. Montrons que
la ondition b est aussi veriee i.e.
(2.5)
j(H +K)
0
(t; u; v)  Au Bvj
j(u; v)j
 !0; j(u; v)j ! 1 :
Il suÆt de montrer
(2.6)
jH
0
(t; u) Auj
j(u; v)j
+
jK
0
(t; v) Bvj
j(u; v)j
 !0; j(u; v)j ! 1 ;
ou bien que, etant donnee une fontion f  0 ontinue telle que
f(x)
jxj
 ! 0, jxj  ! 1 on a
f(x)
j(x;y)j
 ! 0, j(x; y)j  ! 1. Soit  > 0. Il existe L > 0 tel que
f(x)
jxj
<  pour jxj  L. Soit
a = f(0)  0. Il existe Æ > 0 tel que f(x) < a + 1 pour jxj  Æ. Soit M = max
jxjÆ
f(x)
jxj
 0.
Posons S := maxf
a+1

;
ML

g. J'aÆrme que
f(x)
j(x;y)j
<  pour j(x; y)j  S. En eet, trois as
peuvent se presenter. Soit jxj  L et
f(x)
j(x;y)j
=
f(x)
jxj
jxj
j(x;y)j
<   1 = . Soit Æ  jxj < L et
f(x)
j(x;y)j
=
f(x)
jxj
jxj
j(x;y)j
<
ML
S
 . Soit, nalement, jxj < Æ et
f(x)
j(x;y)j
<
a+1
S
  . On en deduit (2.6)
en prenant f(u) = jH
0
(t; u) Auj ou f(v) = jK
0
(t; v) Bvj. Il s'ensuit que (2.5) est aussi vraie.
Il est lair que H +K derit une famille onale dans H(U  V ) lorsque H et K derivent
des familles onales dans H(U) et H(V ) respetivement.
Le omplexe de Floer assoie a H+K s'identie au produit tensoriel des omplexes de Floer
de H et K en onsiderant sur C
p
, p = m+ n la struture presque omplexe J
1
 J
2
, ave J
1
et
J
2
des strutures presque omplexes admissibles - en partiulier egales a i hors d'un ompat.
Par ontre, leur produit verie ette derniere propriete uniquement lorsque J
1
= i et J
2
= i.
Comme indique dans [FHW1℄, p. 595 nous pouvons remedier a e probleme de deux manieres
dierentes, an de nous plaer dans le adre des strutures presque omplexes admissibles.
1. Un resultat de transversalite ([FH1℄, Proposition 17; voir aussi [FHS℄, 5.1 et 5.4) assure
qu'il existe une suite onale de hamiltoniens reguliers pour une struture presque omplexe ad-
missible donnee. Prenons alors J
1
= i, J
2
= i et (H
n
), (K
n
) des suites onales de hamiltoniens
admissibles et reguliers pour (U; J
1
) et (V; J
2
) respetivement. J'aÆrme que H
n
+K
n
est aussi
regulier pour J
1
 J
2
. En eet, le systeme hamiltonien genere par H
n
+K
n
est deouple :
_z = X
H
n
+K
n
(z); z = (x; y)
z(0) = z(1)
()

_x = X
H
n
(x); x(0) = x(1)
_y = X
K
n
(y); y(0) = y(1)
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et une orbite de periode 1 de H
n
+ K
n
s'identie de faon biunivoque a un ouple d'orbites
de periode 1 de H
n
et K
n
respetivement. L'equation des trajetoires de Floer est elle-me^me
deouplee
u
s
  iu
t
 r(H
n
+K
n
)(t; u(s; t)) = 0
u( 1) = z
 
= (x
 
; y
 
)
u(+1) = z
+
= (x
+
; y
+
)
u = (v; w)
()
8
>
>
<
>
>
:
v
s
  iv
t
 rH
n
(t; v(s; t)) = 0; v( 1) = x
 
v(+1) = x
+
w
s
  iw
t
 rK
n
(t; w(s; t)) = 0; w( 1) = y
 
w(+1) = y
+
et ela entra^ne de suite que le hamiltonien H
n
+K
n
est regulier si H
n
et K
n
le sont, au sens
ou


H
n
+K
n
;i
=


H
n
;i



K
n
;i
: B
1;p
(z
 
; z
+
) = B
1;p
(x
 
; x
+
) B
1;p
(y
 
; y
+
)  ! L
p
(Z; C
m
 C
n
)
admet 0 omme valeur reguliere pour tout ouple (z
 
; z
+
). Nous avons note, en aord ave
[FH1℄, x3.2 :
B
1;p
(z
 
; z
+
) = u
0
+W
1;p
(Z; C
p
) ;
ave u
0
: Z  ! C
n
, u
0
(1) = z

. Cei entra^ne que les espaes de trajetoiresM(z
 
; z
+
; H
n
+
K
n
; i)  M(x
 
; x
+
; H
n
; i) M(y
 
; y
+
; K
n
; i) sont lisses et de dimension nie. En vue du
fait que l'ation verie
A
H+K
(z) = A
H
(x) +A
K
(y); z = (x; y)
et en vue du deouplage de l'equation des trajetoires de Floer on deduit l'identiation presente
deja dans [FH1℄, p. 86
(2.7)
FC
a
k
(H +K; i) =
M
r+s=k
[
2R
FC
a 
r
(H; i)
 FC

s
(K; i) 
M
r+s=k
FC
1
r
(H; i)
 FC
1
s
(K; i) :
On a note FC
a

= FC
℄ 1; a[

. L'inlusion preedente est vraie au niveau des omplexes
dierentiels et pas seulement au niveau des groupes abeliens sous-jaents gra^e au fait que
les trajetoires de Floer sont deouplees.
Il suÆt a present d'avoir un ontro^le sur l'ation des orbites periodiques de H et K pour
omprendre la reunion preedente. Dans le as ou les ouverts U , V sont a bord de type on-
tat restreint, David Hermann onstruit dans [He2℄, x4.1 des suites onales (H
n
); (K
n
) de
hamiltoniens admissibles pour lesquels l'ation des orbites 1-periodiques satisfait la propriete
suivante:
  soit elle est omprise dans un intervalle [ Æ;+1[, Æ > 0 xe et arbitrairement petit,
  soit elle tend uniformement vers  1 ave n.
Un theoreme de transversalite dans [FH1℄, x3.2 assure qu'on peut rendre les hamiltoniens
reguliers pour la struture omplexe i par une perturbation arbitrairement petite en dehors de
petits voisinages des orbites periodiques, sans faire appara^tre d'autres orbites periodiques. De
ette faon, pour n assez grand et b; Æ > 0 xes ave Æ suÆsamment petit, on pourra erire la
suite de morphismes de omplexes
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M
r+s=k
FC
℄ Æ;
b
2
℄
r
(H
n
; i) 
 FC
℄ Æ;
b
2
℄
s
(K
n
; i)! FC
℄ Æ; b℄
k
(H
n
+K
n
; i)!
M
r+s=k
FC
℄ Æ; 2b℄
r
(H
n
; i)
 FC
℄ Æ; 2b℄
s
(K
n
; i)
! FC
℄ Æ; 4b℄
k
(H
n
+K
n
; i) :(2.8)
On obtient en homologie le diagramme ommutatif
(2.9)
H
k
 
FC
℄ Æ;
b
2
℄

(H
n
; i)
 FC
℄ Æ;
b
2
℄

(K
n
; i)
 //______

H
k
 
FC
℄ Æ; 2b℄

(H
n
; i)
 FC
℄ Æ; 2b℄

(K
n
; i)


FH
℄ Æ; b℄
k
(H
n
+K
n
; i)
22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
//_____________
FH
℄ Æ; 4b℄
k
(H
n
+K
n
; i)
qui, apres passage a la limite indutive selon n!1 et b! +1 donne
(2.10)
lim
b!+1
lim
 !
H
n
; K
n
H
k
 
FC
℄ Æ;
b
2
℄

(H
n
; i)
 FC
℄ Æ;
b
2
℄

(K
n
; i)

//___

lim
b!+1
lim
 !
H
n
; K
n
H
k
 
FC
℄ Æ; 2b℄

(H
n
; i)
 FC
℄ Æ; 2b℄

(K
n
; i)


FH
k
(U  V )

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee //___________________
FH
k
(U  V )
On voit failement que les ehes horizontales sont des isomorphismes puisque nous pouvons
hanger l'ordre dans lequel on prend les deux limites indutives, selon n et b respetivement.
Cela entra^ne que la ehe diagonale est aussi un isomorphisme. D'un autre o^te, le theoreme
de Kunneth algebrique implique l'existene de la suite exate ourte
(2.11)
0
// L
r+s=k
FH
r
(U) 
 FH
s
(V )
// lim
b!+1
lim
 !
H
n
; K
n
H
k
 
FC
℄ Æ; 2b℄

(H
n
; i)
 FC
℄ Æ; 2b℄

(K
n
; i)


L
r+s=k 1
Tor
1
 
FH
r
(U); FH
s
(V )
 //
0
On deduit la validite de la suite exate ourte representant la formule de Kunneth pour des
ouverts de C
n
a bord de type ontat restreint :
(2.12)
0
// L
r+s=k
FH
r
(U) 
 FH
s
(V )
//
FH
k
(U  V )

L
r+s=k 1
Tor
1
 
FH
k
(U); FH
s
(V )
 //
0
La ommutativite du diagramme (2.2) est immmediate.
2. On peut aussi obtenir la suite exate de Kunneth (2.12) en travaillant diretement ave
deux strutures presque omplexes admissibles J
1
et J
2
et en remarquant ave [FHW1℄, p. 595
les deux faits suivants :
  l'homologie FH

℄a;b℄
(H +K; J
1
 J
2
) est bien denie lorsque H et K sont reguliers pour
J
1
et J
2
;
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  les estimations C
0
que nous avons etablies au hapitre preedent sont enore valables pour
une homotopie \sindee" i.e. qui s'erit
b
J(s; t; (z
1
; z
2
)) = J
1
(s; t; z
1
)J
2
(s; t; z
2
) en dehors
d'un ompat. En hoisissant une telle homotopie reliant J
1
J
2
a une struture presque
omplexe J admissible sur C
p
, on obtient l'isomorphisme FH
℄a;b℄

(H + K; J
1
 J
2
) '
FH
℄a;b℄

(H +K; J). Par onsequent
lim
a<0
b!+1
lim
 !
H;K
FH
℄a;b℄

(H +K; J
1
 J
2
) = FH

(U  V ) :
Maintenant on peut suivre l'argument du 1. ave J
1
et J
2
a la plae de i pour deduire la validite
de la suite exate (2.12).
2.3 Hamiltoniens asymptotiquement lineaires et produits de varietes
J'explique dans ette setion pourquoi la somme de deux hamiltoniens asymptotiquement
lineaires denis sur des varietes de type ontat restreint n'est pas en general asymptotique-
ment lineaire sur le produit des varietes. Cela motivera la onstrution auxiliaire que j'utilise
dans la setion 2.4 pour donner la demonstration du theoreme 2.1.2.
Les notions de variete admissible, de struture presque omplexe standard sur
 
  [1; 1[; d(S)

ave (; ) une variete de ontat, ainsi que de hamiltonien asympto-
tiquement lineaire sont elles denies dans le hapitre anterieur. Je rappelle qu'une struture
presque omplexe standard verie
8
<
:
J
j

= J
0
;
J(

S
) =
1
S
X
Reeb
(x);
J(X
Reeb
(x)) =  S

S
; (x; S) 2  [1; +1[ :
La metrique assoiee (que j'appelle metrique onique) satisfait a la relation d'homogeneite
(2.13)


v + a

S


2
(x;S)
= S


v +
a
S

S


2
(x;1)
; v 2 T
x
; a 2 R :
Le produit sympletique de deux varietes admissibles (

M; !
0
), (
b
N; !
00
) a hamps de Liou-
ville globalement denis est enore une variete admissible. Si les hamps de Liouville respetifs
sont 
0
et 
00
alors  = 
0
 
00
est un hamp de Liouville globalement deni et omplet sur

M 
b
N . Il est faile de onstruire une hypersurfae  omme dans la denition d'une variete
admissible en lissant le produit M N le long de M  N . Pour failiter l'eriture, on pose :
I = M  [1; +1[N  [1; +1[ ;
II = M  N  [1; +1[ ;
III = M  [1; +1[N :
Bien evidemment I [ II [ III =

M 
b
N n M N . Dans la Figure 2.1 on indique un hoix de
 situee a l'exterieur de M N , telle que

II
not.
=  \ II = M  N  fg;  > 1 ;
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M
N
S’ 1 0 1
II
III
I
Σ
S’’
α
β
S
0
S’<A’ & S’’<A’’
S < max ( A’’/S’’(z), A’/S’(z) )
Fig. 2.1: Parametrisation de

M 
b
N par le ot de Liouville

III
not.
=  \ III = M  fg N;  > 1 :
On notera

I
=  \ I :
Soient H(x), K(y) des hamiltoniens asymptotiquement lineaires (a.l.) sur

M et respetive-
ment
b
N . On denote enore par H et K les hamiltoniens H(x; y)
not.
= H(x), K(x; y)
not.
= K(y)
denis sur

M 
b
N . La notion de hamiltonien a.l. est additive sur une variete admissible xee.
Par onsequent, il suÆt d'etudier l'asymptotiite lineaire de H et K respetivement pour avoir
des informations ompletes sur H +K.
L'hypothese a.l. pour H sur

M s'erit
8  > 0; 9L() > 0; 8 S
0
 L(); 8 t 2 S
1
; x 2 M;
jX
H
(t; x; S
0
) X
F
(x; S
0
)j
J
0
p
S
0
  ;
ou F (x; S
0
) = S
0
f(x) est l'asymptote donnee par la denition 1.2.3. Soit 	 : [1; 1[ !

M
b
N n int() la parametrisation donnee par le ot du hamp de Liouville  i.e. 	(z; S) = '
lnS
(z).
On montre que
e
H = H Æ 	 est asymptotique a
e
F = F Æ 	 sur
 

I
[ 
III

 [1; +1[, mais
qu'en general il n'est pas possible de trouver une asymptote lineaire sur 
II
 [1; 1[. Notons
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que la fontion
e
F est bien de type lineaire sur
 

I
[ 
III

 [1; +1[ :
e
F (z; S) = F (x(z); SS
0
(z)) = S  S
0
(z)f
 
x(z)

a) Asymptotiite sur 
I
 [1; +1[. Elle deoule de l'equivalene de toute metrique onique
g ave la tiree en arriere eg par 	 de la metrique produit sur

M 
b
N , haun des fateurs
etant muni d'une metrique onique. Comme 	 est un sympletomorphisme, la metrique eg est
asoiee a la struture presque omplexe
e
J = 	

 
J
0
J
00

, ou J
0
, J
00
sont des strutures presque
omplexes standard sur

M et
b
N . Soit aussi J une struture standard sur   [1; +1[. Tout
omme g, la metrique eg verie aussi la relation d'homogeneite (2.13) :


v + a

S


2
e
J; (z;S)
=


	

 
v + a

S



2
J
0
J
00
; (x(z);SS
0
(z)); (y(z);SS
00
(z))
=


dx(v) + (SdS
0
(v) + aS
0
(z))

S
0


2
J
0
; (x(z);SS
0
(z))
+


dy(v) + (SdS
00
(v) + aS
00
(z))

S
00


2
J
00
; (y(z);SS
00
(z))
= S



dx(v) + (dS
0
(v) +
a
S
S
0
(z))

S
0


2
J
0
; (x(z);S
0
(z))
+


dy(v) + (dS
00
(v) +
a
S
S
00
(z))

S
00


2
J
00
; (y(z);S
00
(z))

= S


	

j
(z;1)
(v +
a
S

S
)


2
J
0
J
00
= S


v +
a
S

S


2
e
J; (z;1)
L'equivalene de g et eg se reduit a leur equivalene sur le ompat 
I
f1g. Il existe don une
onstante positive C telle que j  j
J
 Cj  j
e
J
sur 
I
 [1; +1[. On a aussi S
0
(	(z; S)) = SS
0
(z)
et S
0
(z) 2 [1; ℄. Soit alors  > 0 xe. Posons L
I
() = L(

C
p

). Pour S  L
I
() on a
jX
e
H
 X
e
F
j
J; (z;S)
p
S

CjX
e
H
 X
e
F
j
e
J; (z;S)
q
S
0
(	(z;S))

= C
p

jX
H
 X
F
j
J
0
; 	(z;S)
p
S
0
(	(z; S))
  :

b) Asymptotiite sur 
III
 [1; +1[. Elle deoule du fait que les metriques g et eg sont
equivalentes sur T
 
M  [1; +1[

 T
 

III
 [1; +1[

. En eet, la parametrisation 	 agit
omme
 
z = (x; y); S

7 !
 
(x; S); '
00
lnS
y

:
Pour v
0
2 T
x
M on a 	

j
(z;S)
v
0
= v
0
j
	(z;S)
et don jv
0
j
2
e
J; (z;S)
= Sjv
0
j
2
J
0
; (x;1)
= Sjv
0
j
2
J; (z;1)
=
jv
0
j
2
J; (z;S)
. D'un autre o^te 	

j
(z;S)

S
= 

S
0
j
(x;S)
+
1
S

00
('
00
lnS
y), d'ou on tire



S


2
J; (z;S)
=
1
S




S


2
e
J; (z;S)
= 
2
1
S
+
1
S
2
j
00
('
00
lnS
y)j
2
J
00


S
+
A
S
2

A+ 
S
= (A+ )



S


2
J; (z;S)
:
ou A = maxf1; max
y2N
j
00
(y)j
2
J
00
g. En tout as, on deduit jj
J

p
 jj
e
J
sur T
 
M[1; +1[

.
Soit alors  > 0 xe. Posons L
III
() = L(


). Pour S  L
III
() on a
jX
e
H
 X
e
F
j
J; (z;S)
p
S

p
 jX
e
H
 X
e
F
j
e
J; (z;S)
p
S
= 
jX
H
 X
F
j
J
0
; (x;S)
p
S
  :

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) L'asymptotiite lineaire de
e
H sur 
II
 [1; +1[ n'est generalement pas veriee. Intu-
itivement, ela est me^me tres plausible : il serait surprenant d'obtenir un omportement asymp-
totique raisonnable sans avoir impose auune ondition sur le hamiltonien H a l'interieur de la
variete M . Cela est larie par la disussion i-dessous.
Supposons qu'il y a une asymptote
e
F (z; S) = Sf(z), z = (x; (y; )) 2 
II
=MNfg,
f : 
II
 ! R
+
. Cela signie l'existene, pour tout  > 0, d'une onstante L
II
() > 0 telle que
jX
e
H
 X
e
F
j
J; (z; S)
p
S
  ;
pour tout ouple (z; S) ave z 2 
II
et S  L
II
(). Or
e
H(z; S) = H('
0
lnS
x) et X
e
H
=
 
1
S
dH  
0
('
0
ln S
x)X
Reeb
(z) +
1
S
 
dH Æ ('
0
ln S
)


#

, ou #

designe le hamp dual d'une 1-forme
par rapport a la restrition de la forme sympletique a la distribution de ontat. D'un autre
o^te, X
e
F
(z; S) =  f(z)X
Reeb
(z) + Sdf j
z
(X
Reeb
(z))

S
+ (df j
z
)
#

. Cei est une deomposition
en fateurs orthogonaux de X
e
F
et la ondition d'asymptotiite entra^ne les faits suivants: (i)
f(z), z = (x; (y; )) ne depend que de x 2 M ; (ii) f(x)  ! 0 lorsque S
0
(x)  ! 0 et en
partiulier f(x) = 0 sur le \squelette isotrope" [B℄ de 
0
i.e. l'ensemble s
0
= fx 2M : '
0
t
(x) 2
M; 8 t 2 Rg. Cela deoule en regardant la omposante en X
Reeb
de X
e
H
et X
e
F
: la quantite


1
S
dH  
0
('
0
lnS
x)   f(x)


doit tendre vers 0 ave S. Lorsque S et grand et S
0
(x) 
1
S
on a
'
0
lnS
x 2 int(M) et dH  
0
('
0
lnS
x) est borne, e qui entra^ne que f(x) est petit.
Comme f doit prendre, par denition, des valeurs positives, on deduit que s
0
est un ensemble
de minimum pour f et don X
e
F
= 0 sur 	
 1
(s
0
 N  fg). L'asymptotiite fore alors
X
e
H
= 0 sur 	
 1
(s
0
 N  fg) et H est forement degenere le long de s
0
i.e. dHj
s
0
= 0.
Cela montre deja que, si l'on veut travailler ave des hamiltoniens qui sont des fontions de
Morse sur int(M), l'asymptotiite lineaire n'est generalement pas veriee: il suÆt de prendre un
hamp de Liouville ave un ensemble s
0
qui n'est pas disret. Les otangents en boules unitaires
M = DT

L fournissent une large lasse d'exemples, ave s
0
= L.
Faisons une derniere observation avant de tirer les onlusions de ette setion. Si l'on essaie
de demontrer l'asymptotiite lineaire a la maniere des points a) et b) , la faon naturelle de
s'y prendre serait de demander l'equivalene des metriques g et eg sur TM  T
 

II
 [1; 1[

.
Cela reviendrait a prouver l'equivalene j'
0
lnS 
v
0
j
2
J
0
; '
0
lnS
x
 Sjv
0
j
2
J
0
; x
, v
0
2 TM , S  1. Cei
est vrai pour le ot de Liouville standard dans C
n
, qui dilate uniformement les veteurs et
pas seulement les aires. Mais en fait ette ondition en est presque a entra^ner que M est une
boule de C
n
! En eet, en vue de '
0
t 

0
= 
0
on deduit que 
0
doit e^tre nul sur le squelette.
Maintenant, si s
0
etait par exemple une sous-variete, le ot '
t
preserverait tout veteur tangent
a s
0
et la ondition preedente le forerait a e^tre nul i.e. s
0
devrait e^tre un ensemble disret
de points, haun ayant neessairement un indie de Morse nul (e sont des soures). Si des
hypotheses de non-degeneresene etaient veriees, la theorie de Morse dirait que M doit e^tre
homeomorphe a une union disjointe de boules de C
n
! Dans le as de C
n
, l'asymptotiite est
veriee en prenant f(x) = S
0
(x)f(x), ou S
0
(x) = jxj
2
et x = x=
p
S
0
. Cette fontion est lisse
preisement lorsque f est une forme quadratique: 'est le adre de [FH1℄.
Remarques nales. Le leteur aura observe le fait que, dans la preuve que nous avons
presentee plus haut pour des ouverts RCT de C
n
, toutes es ompliations onernant la
forme du hamp de Liouville ne sont pas intervenues, quoique la topologie des ouverts en
question puisse e^tre tres ompliquee (voir F. Laudenbah [L2℄). Cela etait du^ au fait qu'on
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a utilise la denition extrinseque de l'homologie de Floer [FH1℄, alors que toutes les on-
siderations preedentes ont ete faites en vue d'une utilisation de la denition intrinseque que
nous avons donnee au hapitre preedent, dans l'esprit de [V2℄. La preuve de C
n
marhera ver-
batim uniquement dans le as ou l'intrinseque et l'extrinseque onident de faon tautologique :
pour l'homologie de B
2n
(R)  C
n
. C'est le sens des remarques preedentes. La preuve par D.
Hermann [He2℄ du fait que, pour des ouverts de type ontat restreint de C
n
, les deux versions
de l'homologie de Floer onident peut onstituer une motivation pour demontrer Kunneth en
homologie intrinseque. C'est le but de la setion qui suit.
2.4 Formule de Kunneth pour des varietes RCT
2.4.1 Demonstration du theoreme prinipal
Dans ette setion l'homologie de Floer sera desormais entendue omme etant denie a travers
des hamiltoniens asymptotiquement lineaires. Je presente la
Demonstration du theoreme 2.1.2. C'est la premiere aÆrmation du theoreme qui onstitue
le ur de la demonstration. La deuxieme aÆrmation - existene du morphisme vers la suite
exate de Kunneth lassique - s'ensuivra sans probleme, omme nous allons le voir a la n de
notre argumentation.
(1) On peut supposer des le debut que les spetres des bords M et N sont disrets et
injetifs i.e. les periodes des arateristiques forment une suite roissante (non bornee), haque
periode etant assoiee a une unique arateristique. En eet, la propriete d'avoir un spetre
disret et injetif est C
1
-generique parmi les hypersurfaes [T℄, alors que l'homologie de Floer
ne hange pas par petite perturbation C
1
(f. Prop. 1.2.9).
Notre but est d'obtenir la suite fondamentale de morphismes de omplexes (2.8) en rem-
plaant H
n
+ K
n
par un hamiltonien admissible L
n
. Nous onstruirons des hamiltoniens au-
tonomes ayant des orbites 1-periodiques transversalement non degenerees dans le domaine
d'ation onsidere. En vue de la tehnique de perturbation expliquee au hapitre preedent,
ela ne pose pas probleme et, pour denir l'homologie de Floer, il faudra penser a de petites
perturbations au voisinage des orbites 1-perioques. Ma demarhe est la suivante :
a. Choisissons des suites onales H

n
, K

n
sur

M et
b
N , lineaires de pente

n
=2 Spetre(M) [ Spetre(N) i.e. des suites onales au sens de [V2℄. Pour failiter
la leture nous erivons par la suite  a la plae de 
n
. Comme remarque preedemment, la
somme H

+K

n'est pas un hamiltonien admissible sur

M 
b
N . Nous allons le deformer en un
hamiltonien lineaire hors d'un ompat - don asymptotiquement lineaire - en reant unique-
ment des orbites d'ation tres negative. L'homologie de Floer non tronquee est obtenue omme
limite indutive d'homologies tronquees FH
℄a; b℄

, ave a < 0 et b ! 1. Les orbites nouvelles
que nous allons reer n'entreront alors pas en ompte dans le alul de l'homologie tronquee,
et ela fait que nous n'aurons me^me pas a nous preouper de leur degeneresene - d'ailleurs
tres forte. On note par la suite


= dist
 
; Spetre(M) [ Spetre(N)

> 0 ;
T
0
(M) = min Spetre(M) > 0 ;
T
0
(N) = min Spetre(N) > 0 ;
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T
0
= min
 
T
0
(M); T
0
(N)

:
b. Mon point de depart est la onstrution par [He2℄ d'une famille onale qui permet
d'identier pour des ouverts a bord de type ontat restreint dans C
n
les homologies de Floer
au sens de [FH1℄ et [V2℄. Pour A = A() > 1 hoisi onvenablement, je onsidere le hamiltonien
H
A

egal a H

pour S
0
 A () et onstant egal a C  (A 1) pour S
0
 A. Ii () est hoisi
suÆsamment petit et positif. Comme nous le verrons par la suite, si A est suÆsamment grand
par rapport a , les orbites nouvelles de H
A

par rapport a H

ont une ation tres negative. On
fait la me^me onstrution pour obtenir K
A

. Un hoix qui onviendra est
(2.14) A = 5=

:
On suppose (Figure 2.2 (1)) que H
A

prend ses valeurs dans [ ; 0) a l'interieur de M et que
H
A

(x; S
0
) = h(S
0
) sur M  [1; 1[, ave h
0
=  sur [1 + (); A  ()℄ et h
0
= 0 sur [A; 1[,
ou () = =. Ainsi H
A

prend des valeurs dans [ ; ℄ pour S
0
2 [1; 1 + ()℄, respetivement
dans [(A  1)  2; (A  1)℄ pour S
0
2 [A  (); A℄.
ρ
−2ε −ε
2A
0
1
Bε
C
λ
Hλ
λ
A
H
−ε
A−ε λ A
1 1+ε λ
A S’’(   )
 (   )
S’
(1) (2)
Fig. 2.2: Le hamiltonien H
A

et la fontion de tronature 
Noter que les orbites nouvelles qu'on ree apparaissent sur des niveaux S = onst. prohes de
A et ont omme ation h
0
(S)S h(S)  (  

) A (A  1)+2   3  !  1,   ! 1.
. Modions maintenant H
A

+K
A

de faon a le rendre onstant hors d'un grand ompat.
Deja il est onstant egal a 2C dans fS
0
 A; S
00
 Ag. Nous allons rendre H = H
A

onstant
egal a C hors d'un ompat de

M  N  [A; +1[. On onsidere
H
1
:

M  N  [A; 1[ ! R ;
H
1
(x; y; S
00
) =
 
1  (S
00
)

H(x) + (S
00
)C ;
ave  : [A; +1[ ! [0; 1℄,   0 sur [A; 2A℄,   1 pour S
00
 B   ,  stritement roissante
sur [2A; B   ℄, 
0
 onst. 2 [
1
B 2A 
;
1
B 2A 3
℄ sur [2A + ; B   2℄ (Figure 2.2 (2)), ave
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B un parametre onvenablement hoisi plus bas. La forme sympletique sur

M  N  [A; 1[
est !
0
 d(S
00

00
), ou 
00
est la forme de ontat sur N . Apres alul on obtient
X
H
1
(x; y; S
00
) =
 
1  (S
00
)

X
H
(x) 
 
C  H(x)


0
(S
00
)X
00
Reeb
(y) :
La projetion d'une orbite periodique de X
H
1
sur

M est une orbite periodique de X
H
. En
2A
A
B
S"
C
0
R
M N
H
1
Fig. 2.3: Graphe de la deformation H
1
partiulier, H est onstant le long de la projetion. De plus, omme il n'y a pas de omposante

S
00
dans X
H
1
, les orbites sont ontenues dans des niveaux S
00
= onst. Ainsi, les oeÆients
devant X
H
et X
00
Reeb
sont onstants le long d'une orbite de X
H
1
. Une orbite  de periode 1 pour
X
H
1
orrespond alors a un ouple ( ; ) tel que
    est une orbite de periode 1  (S
00
) de X
H
;
   est une arateristique fermee sur le niveau N  fS
00
g, de periode
 
C  H(x)


0
(S
00
)
et orientee dans le sens inverse a X
Reeb
. Nous avons note ii x =  (0) et ela sera
sous-entendu par la suite.
L'ation totale de  est alors
A
H
1
+K
() =  A( ) A() H
1
 K
= A
H
( ) A()   (S
00
)
 
C  H(x)

  C(2.15)
Nous avons note i-dessus A(), A( ) les aires des orbites  et   respetivement. Le hamil-
tonien K est onstant dans la zone respetive et nous l'avons diretement remplae par sa
valeur C. Il est utile pour la suite de remarquer le fait que A() =  S
00

0
(S
00
)(C   H(x)).
Le signe negatif provient du fait que le sens de parours sur  est oppose a elui donne par
le hamp de Reeb et l'expression deoule diretement de e que la forme sympletique sur le
deuxieme fateur est d(S
00

00
).
Pour 0  T = 1   (S
00
)  1, les orbites T -periodiques de X
H
appartiennent a l'une des
lasses suivantes.
1. onstantes d'aire nulle a l'interieur de M ;
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2. arateristiques fermees d'aire omprise dans l'intervalle [T
0
(M); T℄, loalisees autour
de S
0
= 1 ;
3. si T 2 Spetre(M), pour tout S
0
2 [1 + (); A   ()℄ - l'intervalle ou H est lineaire
de pente  - on a une arateristique fermee d'aire S
0
T ;
4. arateristiques fermees d'aire omprise dans l'intervalle [T
0
; T (  

)A℄, loalisees au-
tour de S
0
= A ;
5. onstantes d'aire nulle sur S
0
 A.
Faisons le hoix suivant pour le parametre B :
(2.16) B = A
p
 :
Les dierentes autres quantites impliquees dans nos onstrutions ont les equivalents suiv-
ants :
C  A; 
0
 1=A(
p
  1) ;
S
00
 B =) 
0
(S
00
)  S
00

p
=(
p
  1) :
Nous montrons maintenant que l'ation totale des orbites 1-periodiques de X
H
1
situees dans

M  N  [A; 1[ tend uniformement vers  1 lorsque ! +1. Nous allons estimer l'ation
des orbites  selon que leur premiere omposante   est de l'un des types 1 a 5 i-dessus. Dans
e qui suit, les onvergenes sont onsiderees par rapport a !1.
1.   du type 1 orrespond a H 2 [ ; 0℄. La deuxieme omposante  vit sur un niveau S
00
onstant et nous etudions l'ation totale de  = ( ; ) selon la valeur S
00
 A.
a) S
00
2 [A; 2A℄
S
[B  (); 1[. Vu que 
0
= 0 il n'y a pas de omposante X
Reeb
dans
X
H
1
et les orbites   apparaissent en familles degenerees (de la dimension de N) et
l'ation totale de  est A
H
1
+K
()    C  !  1.
b) S
00
2 [2A;
A+B
2
℄. Les orbites   vont oupler ave des arateristiques fermees  de
periode 
0
(C  H(x)) sur N  fS
00
g. L'ation totale d'une telle  = ( ; ) est
A
H
1
+K
()  + S
00

0
(S
00
)(C + )  C
 +
A+B
2

1
B   2A  3
 (C + )  C
 +
1
2

3
2
 (C + )  C  2 
1
4
C  !  1 :
L'avant-derniere inegalite est valable pour  suÆsamment grand, tenant ompte du
fait que B =
p
A et don (B +A)=(B   2A  3)! 1.
) S
00
2 [
A+B
2
; B   ()℄. On a  2 [
1
2
; 1℄ et, pour  grand :
A
H
1
+K
()  + S
00

0
(S
00
)(C + )  (S
00
)C   C
 +
B   
B   2A  3
 (C + ) 
1
2
 C   C
 +
5
4
 C  
3
2
 C   
1
4
C  !  1 :
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2.   du type 2 orrespond a H 2 [ ; ℄ et S
0
2 [1; 1 + ()℄. L'aire de   est omprise dans
[T
0
; (1   (S
00
))℄. De nouveau, nous etudions l'ation de  = ( ; ) selon la valeur du
niveau S
00
 A sur lequel vit la deuxieme omposante .
a) S
00
2 [A; 2A℄
S
[B (); 1[. Comme dans 1a, les orbites  apparaissent en familles,
et leur ation totale est
A
H
1
+K
()  + (1  (S
00
))  C  +  C  !  1 :
b) S
00
2 [2A;
A+B
2
℄. Comme dans 1b, l'ation totale de  est
A
H
1
+K
()  + (1  (S
00
))+ S
00

0
(S
00
)(C + ) C  2+  
1
4
C  !  1 :
) S
00
2 [
A+B
2
; B   ()℄. Comme dans 1, on a
A
H
1
+K
()  + (1  (S
00
))+ S
00

0
(S
00
)(C + )  (S
00
)C   C
 +  
1
4
C  !  1 :
3.   du type 3 a une ation A
H
( )  S
0
T (S
0
 1  
0
)  (1+ 
0
), ou 
0
= (). L'ation
d'une orbite  ayant   omme premiere omposante est, respetivement :
a) S
00
2 [A; 2A℄
S
[B   (); 1[ : A
H
1
+K
()  (1 + 
0
)  C  !  1.
b) S
00
2 [2A;
A+B
2
℄ : A
H
1
+K
()  (1 + 
0
)+  
1
4
C  !  1.
) S
00
2 [
A+B
2
; B   ()℄. La tehnique de majoration de 1 ne s'applique plus direte-
ment, vu que C H(x) peut e^tre arbitrairement prohe de 0. Remarquons pourtant
que  verie par onstrution
(S
00
  2A)
0
(S
00
)  (S
00
) + 
et on obtient
A
H
1
+K
()  (1 + 
0
)+ S
00

0
(S
00
)(C  H(x))  (S
00
)(C  H(x))  C
 (1 + 
0
)+
2A
B   2A  3
(C + ) + (C + ) C
 2 
1
2
C  !  1 :
4.   du type 4 orrespond a H 2 [C   ; C℄ et A
H
( )  (1  (S
00
))A  (A  1)   (en
fait, A
H
( ) tend vers  1, mais nous n'avons pas besoin d'un ontro^le si fort). L'ation
totale de  est respetivement
a) A
H
1
+K
()    C  !  1 ;
b) A
H
1
+K
()   
1
4
C  !  1 ;
) A
H
1
+K
()  2 
1
2
C  !  1.
5.   du type 5 orrespond a H  C. Comme dans 1a la omposante en X
Reeb
de X
H
1
s'annule et don   apparait en familles degenerees. L'ation totale dans les trois as a-
est A
H
1
+K
() =  C  C =  2C  !  1.
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Cela aheve de montrer que les orbites nouvelles reees au ours de la deformation H
1
(Figure 2.3) ont une ation tres negative. Comme nous le verrons plus bas, la onsequene est
qu'elles n'entreront pas en ompte dans le alul de la ohomologie de Floer du produit

M
b
N .
d. En faisant la me^me onstrution pour K sur le domaine M  [A; 1[
b
N on onstruit
un hamiltonien H
1
+ K
1
qui est onstant egal a 2C sur fS
0
 Bg
S
fS
00
 Bg. Nous allons
modier maintenant H
1
+K
1
en dehors du ompat fS
0
 Bg
T
fS
00
 Bg de faon a le rendre
lineaire par rapport au hamp de Liouville  = 
0
 
00
sur

M 
b
N . On hoisit (Figure 2.1)
omme dans la setion 2.3 une hypersurfae  

M 
b
N transverse a  telle que
S
0
j
 \ III
  > 1; S
0
j
 \ I
2 [1; ℄ ;
S
00
j
 \ II
  > 1; S
00
j
 \ I
2 [1; ℄ :
On parametre

M 
b
N n int() par
	 :  [1; +1[ !

M 
b
N n int() ;
(z; S) 7 !
 
'
0
lnS
(z); '
00
lnS
(z)

;
qui est un sympletomorphisme si l'on munit  [1; +1[ de la forme sympletique d(S  
j
).
A titre d'exemple, pour z 2  \ III on a '
0
lnS
(z) =
 
x(z); S

. On voit failement que
(2.17) 	
 1

fS
0
 Bg
[
fS
00
 Bg

 fS  Bg :
En onsequene H
1
+K
1
est onstant egal a 2C sur fS  Bg. On le transforme de la faon
habituelle en un hamiltonien L = l(S) sur fS  Bg, ave l onvexe et l
0
(S) =  =2 Spetre()
pour S  B + . On ree de ette faon des orbites de periode 1 dont l'ation est
A
L
 (B + )  2C = (
p
A+ )  2(A  1) :
En hoisissant  =
p
 on assure A
L
 !  1, ainsi que la onalite de la suite de hamiltoniens
qu'on vient de onstruire : en eet, le hamiltonien L est plus grand que (
p
   )(S   1) sur
 [1; 1[. Notons que le hoix de  egal a
p
 et n'appartenant pas au spetre de  est rendu
possible en prenant pour  une hypersurfae a spetre injetif.
e. On vient de onstruire une suite onale de hamiltoniens asymptotiquement lineaires
(L
n
)
n1
qui est assoiee aux deux suites onales de depart (H
n
) et (K
n
). J'aÆrme que, pour
b > 0 xe, l'inlusion fondamentale de omplexes (2.8) est toujours valable en remplaant
H
n
+K
n
ave L
n
:
M
r+s=k
FC
℄ Æ;
b
2
℄
r
(H
n
; J
1
n
) 
 FC
℄ Æ;
b
2
℄
s
(K
n
; J
2
n
) ! FC
℄ Æ; b℄
k
(L
n
; J
n
) !
M
r+s=k
FC
℄ Æ; 2b℄
r
(H
n
; J
1
n
)
 FC
℄ Æ; 2b℄
s
(K
n
; J
2
n
)
! FC
℄ Æ; 4b℄
k
(L
n
; J
n
) ;(2.18)
ou J
1
n
, J
2
n
et J
n
representent des strutures presque omplexes regulieres pour H
n
, K
n
et L
n
,
standard pour S
0
 1 + , S
00
 1 +  et S  1 respetivement, telles que J
n
= J
1
n
 J
2
n
pour S  1. Les estimations preedentes sur l'ation des arateristiques montrent qu'on a
des inlusions (2.18) valables au niveau des espaes vetoriels. Cela entra^ne en partiulier le
fait que les orbites periodiques impliquees dans (2.18) sont situees au voisinage de M , N et
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respetivement M  N , disons dans fS  1g pour un hoix onvenable de . Le resultat de
transversalite mentionne dans la setion 2.2 ([FH1℄, Prop. 17 ; [FHS℄, 5.1.et 5.4) assure qu'on
peut eetivement hoisir des strutures presque omplexes regulieres omme i-dessus. Nous
allons montrer que les inlusions (2.18) sont valables au niveau des omplexes dierentiels en
utilisant une estimation d'energie qui s'inspire de [He2℄.
Il suÆt de montrer que toute trajetoire de Floer u = (v; w) : R  S
1
 !

M 
b
N telle
que u(s; )  ! (x

; y

), s  ! 1 reste dans le domaine fS  1g. L'equation de Floer etant
deouplee dans fS  1g il s'ensuivra que v et w sont des trajetoires de Floer dans

M et
b
N
respetivement, e qui demontrerait (2.18) au niveau des omplexes dierentiels. Il suÆt de
demontrer ette aÆrmation lorsque J
n
= J
1
n
 J
2
n
sur

M 
b
N tout entier : les trajetoires de
Floer qui nous interessent seraient de toutes faons ontenues a-posteriori dans fS  1g, e qui
permet de modier J
n
a l'exterieur de fS  1g pour travailler formellement ave une struture
standard a l'inni.
On suppose don par la suite que J
n
= J
1
n
 J
2
n
. Supposons que la trajetoire u n'est pas
ontenue dans fS  1g. Comme u est ontenue dans un ompat, on deduit que S Æ u a un
maximum loal dans fS > 1g, ou enore l'une des fontions S
0
Æ v ou S
00
Æ w a un maximum
loal dans fS
0
> 1 + g, respetivement fS
00
> 1 + g. Les deux situations sont symetriques
et l'on peut supposer sans perte de generalite que 'est S
00
Æ w qui a un maximum loal dans
fS
00
> 1 + g. Vu que w verie l'equation de Floer assoiee a K
n
lorsque S
00
 2A et S
00
 B,
il s'ensuit par le lemme 1.1.5 que le maximum ne peut e^tre atteint que pour S
00
Æ w 2℄2A; B[.
Comme w(s; ) ! y

, s ! 1 ave y

2 fS
00
 1 + g on deduit que w renontre les
hypersurfaes fS
00
= Ag et fS
00
= 2Ag. De plus, le bout de w ontenu dans fA  S
00
 2Ag est
J
2
n
-holomorphe puisque K
A

est onstant.
On obtient alors
A
L
n
(x
 
; y
 
) A
L
n
(x
+
; y
+
) =
Z
RS
1
j(v
s
; w
s
)j
2
J
1
n
J
2
n
=
Z
RS
1
jv
s
j
2
J
1
n
+ jw
s
j
2
J
2
n

Z
RS
1
jw
s
j
2
J
2
n

Z

(s; t) :w(s; t)2fAS
00
2Ag

jw
s
j
2
J
2
n
= Aire(w \ fA  S
00
 2Ag) :(2.19)
La derniere egalite utilise le fait que, pour une ourbe J
2
n
-holomorphe w on a
jw
s
j
2
= !(w
s
; J
2
n
w
s
) = !(w
s
; w
t
). Le lemme qui suit nous permettra de onlure. Il s'inspire
de [He2℄, ou l'on en trouve une formulation pour
b
N = C
n
.
Lemme 2.4.1. Soit
b
N une variete admissible et  une hypersurfae qui trivialise par le ot de
Liouville un voisinage de l'inni. Soit J une struture presque omplexe standard sur fS  1g.
Il existe une onstante C(J) > 0 telle que, pour tout A  1 et toute ourbe J-holomorphe a
bord qui s'appuie a la fois sur  fAg et  f2Ag, on ait
(2.20) Aire(u)  C(J)A :
Demonstration. Le point le de la preuve est le fait que, pour tout A  1, la dilatation
 [1; 1[
h
A
 !  [1; 1[ ;
(p; S) 7 ! (p; AS); A  1
est une appliation J-holomorphe si J est standard sur   [1; 1[. Par exemple
h
A

j
(p; S)
(JX
Reeb
(p)) = h
A

j
(p; S)
( S

S
) =  SA

S
= J j
(p;AS)
X
Reeb
(p). La propriete
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d'homogeneite veriee par la metrique g
J
entra^ne que h
A
dilate de A les aires et il suÆt
alors de montrer que l'inegalite (2.20) est veriee lorsque A = 1. Le lemme de monotonie de
Gromov [G℄ 1.5.B, [Mu℄ 4.2.1, [Sik℄ 4.3.1 aÆrme qu'il existe 
0
> 0 et une onstante (
0
; J)
tels que, pour tout 0 <   
0
et tout x 2  [1; 2℄ ave B(x; )   [1; 2℄, on ait
Aire(u \B(X; ))  (
0
; J)
2
:
On xe  suÆsamment petit pour que B(x; )   [1; 2℄ pour tout x 2   f
3
2
g. Comme u
s'appuie a la fois sur   f1g et   f2g il existe forement un tel x sur l'image de u. On en
deduit Aire(u)  Aire(u \ B(x; ))  (
0
; J)
2
. Cela aheve la preuve du lemme, en posant
C(J) = (
0
; J)
2
.

Appliquons le lemme 2.4.1 a notre situation. On deduit l'existene d'une onstante  > 0
telle que Aire(w \ fA  S
00
 2Ag)  A  C. Par ontre, la dierene des ations dans
(2.19) et bornee par 4b et on obtient une ontradition lorsque  est suÆsamment grand.
Par onsequent les trajetoires de Floer orrespondant a L
n
sont ontenues dans fS 
1g pour  suÆsamment grand et on a demontre l'inlusion (2.18) au niveau des omplexes
dierentiels. Comme dans la setion 2.2 on a les diagrammes ommutatifs (2.9 - 2.11) et on
aboutit a la suite exate de Kunneth (2.1). Noter qu'on utilise de maniere ruiale l'exatitude
du fonteur de limite indutive pour obtenir la suite exate (2.11) a partir de la suite exate
de Kunneth en homologie tronquee. La premiere partie du theoreme 2.1.2 est demontree.
(2) En restreignant le domaine de l'ation a [ Æ; 0
+
℄ et en utilisant le fait que, pour un
hamiltonien C
2
-petit et autonome, les trajetoires de Floer onident ave les trajetoires du
omplexe Thom-Smale-Witten, on obtient a partir de (2.18) le diagramme ommutatif suivant
de omplexes dierentiels :
(2.21)
L
r+s=k
FC
℄ Æ;
b
2
℄
r
(H
n
; J
1
n
)
 FC
℄ Æ;
b
2
℄
s
(K
n
; J
2
n
)

FC
℄ Æ; b℄
k
(L
n
; J
n
)
L
r+s=k
C
Morse
m+r
(M; M ;H
n
; g
J
1
n
)
C
Morse
n+s
(N; N ; K
n
; g
J
2
n
)
OO
=
C
Morse
m+n+k
(M N; (M N) ; L
n
; g
J
1
n
J
2
n
)
OO
qui fournit en homologie le diagramme ommutatif :
(2.22)
lim
 !
b
lim
 !
n
H
k
 
FC
℄ Æ;
b
2
℄

(H
n
; J
1
n
)
 FC
℄ Æ;
b
2
℄

(K
n
; J
2
n
)

 //
FH
k
(M N)
H
m+n+k
 
C
m+
(M; M)
 C
n+
(N; N)


OO
 //
H
m+n+k
(M N; (M N))


OO
Mais, par fontorialite de la suite exate de Kunneth homologique, le morphisme  s'insere
dans le diagramme ommutatif
(2.23)
0
// L
r+s=k
FH
r
(M) 
 FH
s
(N)
//

//
g
Tor
1; k 1
(FH)
//
0
0
// L
r+s=k
H
m+r
(M; M)
H
n+s
(N; N)
//





OO

//

OO
g
Tor
1; m+n+k 1
(H)
//
Tor(

)
OO
0
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ou  designe le but et la soure de . Les diagrammes (2.22 - 2.23) demontrent (2.2).

Demonstration du theoreme 2.1.3. La preuve du theoreme deoule selon exatement les
me^mes lignes que la preedente en renversant les ehes, a l'exeption de la derniere etape du
point (1): nous avons utilise de maniere ruiale l'exatitude du fonteur de limite indutive
pour deduire la suite exate de Kunneth obtenue en passant a la limite dans (2.11) a partir
des suites exates en homologie tronquee, obtenues ave la formule de Kunneth algebrique
habituelle.
Comme nous l'avons deja mentionne dans l'introdution, il faut se plaer dans un adre
ou la limite projetive est un fonteur exat, a savoir elui des espaes vetoriels de dimension
nie. Si l'on travaille a oeÆients dans un orps, le terme de torsion dans la suite exate de
Kunneth en homologie tronquee dispara^t
L
r+s=k
FH
r
℄ Æ; b℄
(H
n
; J
2
n
)
 FH
s
℄ Æ; b℄
(K
n
; J
2
n
)
 //
H
k
 
FC

℄ Æ; b℄
(H
n
; J
1
n
)
 FC

℄ Æ; b℄
(K
n
; J
2
n
)

et, en passant a la limite projetive, on obtient l'identite ruiale
L
r+s=k
FH
r
(M)
 FH
s
(N)
 // lim
  
b
lim
  
n
H
k
 
FC

℄ Æ; b℄
(H
n
; J
1
n
) 
 FC

℄ Æ; b℄
(K
n
; J
2
n
)

qui entra^ne la formule de Kunneth
M
r+s=k
FH
r
(M) 
 FH
s
(N)

 ! FH
k
(M N) :
La ompatibilite ave le morphisme 

est demontree de la me^me maniere que pour le theoreme
preedent.

2.4.2 Appliations
Je donne i-dessous deux appliations de la suite exate de Kunneth: l'une porte sur l'existene
d'orbites periodiques sur des hypersurfaes de type ontat restreint, l'autre porte sur le alul
de la apaite d'un produit de variete a bord de type ontat restreint.
Existene d'orbites periodiques. Je donne ii quelques appliations diretes de la suite exate
de Kunneth pour e qui est de l'existene d'orbites periodiques.
Proposition 2.4.2. Soit M une variete ompate a bord de type ontat restreint. Pour tout n  1
on a
FH

(M D
2n
) = 0 ;
ou D
2n
designe une boule dans C
n
.
Demonstration. La premiere aÆrmation du theoreme 2.1.3 et l'egalite FH

(D
2n
) = 0 four-
nissent diretement le resultat. 
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Proposition 2.4.3. Soit N une variete ompate a bord de type ontat restreint qui satisfait
au as b) de la onjeture de Weinstein algebrique (AWC b) (f. Denition 1.1.9 sqq.) i.e. le
morphisme
(2.24) FH
n
(N)


 ! H
2n
(N; N)
n'est pas surjetif, ou 2n = dimN . Pour toute variete M ompate a bord de type ontat
restreint, le produit

M 
b
N verie enore AWC b) i.e. le morphisme
(2.25) FH
m+n
(

M 
b
N)


 ! H
2m+2n
(M N; (M N))
n'est pas surjetif, ou 2m = dimM .
Demonstration. Quoique la denition 1.1.9 est formulee en termes d'existene d'un anneau
de oeÆients pour lequel le morphisme (2.24) n'est pas surjetif, on peut supposer par le
theoreme des oeÆients universels que ela est vrai a oeÆients dans un orps. On applique
alors le diagramme ommutatif donne par la deuxieme partie du theoreme 2.1.3, ainsi que
l'isomorphisme H
2m
(M; M) 
 H
2n
(N; N)  ! H
2m+2n
(M  N; (M  N)) donne par la
formule de Kunneth en ohomologie singuliere a oeÆients dans un orps, pour deduire que
le morphisme (2.25) est aussi non surjetif.

Remarque. Le theoreme doit e^tre interprete omme une propriete de stabilite veriee par la
ondition AWC b). Il s'applique en partiulier aux varietes
b
N de Stein sous-ritiques (f. Propo-
sition 1.1.10). On deduit le resultat suivant :
Corollaire 2.4.4. Soit

M une variete admissible de type ontat restreint et
b
N une variete de
Stein sous-ritique. Toute hypersurfae ompate de type ontat restreint H 

M 
b
N admet
une arateristique fermee.
Un resultat similaire est demontre par H. Hofer et C. Viterbo [HV℄ pour des hypersurfaes
de type ontat (pas neessairement restreint) dans un produit P  C
n
, n  1 ave P une
variete sympletique fermee.
Noter le fait qu'une version de la formule de Kunneth en ohomologie de Floer equivariante
(que nous n'avons pas disute dans ette these) permettrait d'obtenir la onlusion du orollaire
pour des produits P T

M , sous l'hypothese 
1
(M) = 0 (f. [V2℄). Cei est un projet en ours.
Calul de apaites. On travaille dans e paragraphe a oeÆients dans un orps. La apaite
d'une variete M ompate de dimension 2m a bord de type ontat est denie ii omme
(M) = inff > 0 : FH
m
[ Æ; ℄
(M)  ! H
2m
(M; M) nulle g ;
ou Æ > 0 est suÆsamment petit. Nous avons alors le resultat suivant, qui a ete mis au point
en ollaboration ave Anne-Laure Biolley. Elle l'applique dans sa these [Bi℄ a des questions
d'hyperboliite sympletique.
Proposition 2.4.5. Soient M , N des varietes a bord de type ontat restreint. On a
(M N)  min
 
(M); (N)

:
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Demonstration. Par l'analyse des orbites periodiques des hamiltoniens modies L
n
, pour tout
 > 0 l'appliation omposee
M
r+s=m+n
FH
r
[ Æ; ℄
(M)
 FH
s
[ Æ; ℄
(N)  ! FH
m+n
[ Æ;2℄
(M N)  ! FH
m+n
[ Æ; ℄
(M N)
est surjetive (en fait elle l'est me^me au niveau des omplexes). La ommutativite du diagramme
(2.4) est valable aussi en ohomologie tronquee et entra^ne le resultat, tenant ompte du fait
que la ehe du bas est un isomorphisme.

3. LA SUITE SPECTRALE DE LERAY-SERRE EN COHOMOLOGIE DE MORSE
3.1 Introdution
L'etude des fontions lisses a points ritiques non degeneres est un outil fondamental en topolo-
gie dierentielle. La theorie de Morse lassique, basee sur le lemme de Morse [Mi1℄, derit la
struture loale d'une fontion autour de ses points ritiques non degeneres, ainsi que le hange-
ment de topologie de la variete apres franhissement des niveaux ritiques orrespondants.
Comme onsequene, elle ore la plus simple preuve des inegalites de Morse. Toutefois, si on
prend aussi en ompte les trajetoires de gradient, on peut obtenir a partir d'une fontion de
Morse une desription topologique omplete de la variete sous-jaente. La deomposition ellu-
laire denie par les varietes instables d'un ot de gradient appara^t pour la premiere fois hez
Thom [Th℄, tandis que la onstrution d'un omplexe dierentiel base sur les points ritiques
et dont l'homologie alule l'homologie de la variete a emerge peu a peu dans les travaux de
Smale [Sm1, Sm2℄, Milnor [Mi2℄, Witten [Wi℄ et Floer [F4℄. La ontribution de Floer [F1, F3℄ a
rendu possible la onstrution d'un omplexe dierentiel analogue pour l'ation sympletique,
regardee omme fontion sur l'espae des laets ontratibles dans une variete sympletique.
L'homologie de Floer a ete depuis onstruite dans dierents autres ontextes, mais a haque fois
l'intuition est utilement nourrie par le omplexe de Thom-Smale-Witten (TSW) en dimension
nie.
Le travail que je presente dans e hapitre onstitue une etape preliminaire dans la
omprehension de l'homologie de Floer pour des brations sympletiques a bord de type on-
tat. A la dierene du as des varietes fermees, dans ette situation l'homologie de Floer n'a
pas d'analogue topologique naturel, e qui justie la mise en plae d'outils algebriques adaptes a
une struture geometrique supplementaire. L'analogue geometrique en dimension nie est on-
stitue par le as des brations loalement triviales lisses E

 ! B, dont la struture geometrique
est reetee au niveau ohomologique par la suite spetrale de Leray-Serre. Le but de e hapitre
est de donner une desription preise de elle-i en termes de points ritiques et trajetoires de
gradient de fontions de Morse adaptees.
L'existene d'une telle desription n'est pas nouvelle en soi et plusieurs referenes sont
disponibles dans la litterature. Austin et Braam denissent dans [AB℄ un omplexe TSW
sur R en partant d'une fontion de Morse-Bott. Leur onstrution utilise de faon essentielle
l'integration des formes dierentielles et alule la ohomologie de de Rham de la variete. Dans
le as d'une bration et d'une fontion du type 

f = f Æ , ave f : B  ! R fontion de
Morse, le omplexe est naturellement ltre par l'indie des varietes ritiques et la suite spetrale
assoiee a ette ltration est isomorphe a la suite spetrale de Leray-Serre a oeÆients reels.
Fukaya etend dans [Fu℄ la onstrution de Austin et Braam sur Z a l'aide de la notion
de \yle geometrique". Il obtient, pour toute fontion de Morse-Bott, une suite spetrale qui
onverge vers l'homologie a oeÆients dans Z. Son resultat applique dans la situation derite
plus haut a 

f fournit une suite spetrale isomorphe a la suite de Leray-Serre sur Z.
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Dans un esprit plus eloigne de elui du present travail, mais prohe de Witten [Wi℄, Forman
[Fo℄ derit la suite spetrale de Leray-Serre a partir de onsiderations de theorie de Hodge de
laplaiens perturbes.
Par rapport aux preedentes referenes, je presente une approhe qui est, a mon avis, plus ex-
pliite et dont j'appliquerai les idees diretries dans le hapitre nal de ette these pour etudier
l'homologie de Floer de brations sympletiques a bord. Le besoin d'appliquer les onstrutions
de e hapitre en homologie de Floer fut la premiere motivation pour utiliser exlusivement
des fontions de Morse au lieu de fontions de Morse-Bott : au moment de l'elaboration de
e travail le ontexte Morse-Bott dans le adre de la theorie de Floer n'etait pas elairi. Il
a ete reemment etudie par Bourgeois [Bg℄ en homologie de ontat et par Biran, Polterovih
et Salamon [BPS℄ en homologie de Floer hamiltonienne,en relation ave le travail de Pozniak
[Po℄ sur l'homologie de Floer des lagrangiennes a intersetion nette. A terme, ela pourrait
simplier les preuves du dernier hapitre, ou j'applique les idees developpees i-dessous pour
des brations qui ne presentent a priori pas de symetrie du point de vue de la dynamique. La
deuxieme motivation pour utiliser des fontions de Morse et non des fontions de Morse-Bott
est la suivante : pour toute fontion de Morse-Bott on peut onstruire une suite spetrale qui
onverge vers l'homologie de la variete ambiante, et dont on sait aluler le premier terme. Par
ontre, pour une bration on peut aussi aluler le deuxieme terme en perturbant la fontion
au voisinage des varietes ritiques. Cela sera explique au 3.5.3. Il nous faut aussi mentionner le
travail de M. Huthings [Hu℄, aompli simultanement ave le notre et presentant un point de
vue plus intrinseque qui englobe le adre que nous allons derire plus bas.
Ce hapitre est organise de la faon suivante. Dans la setion 3.2 je rappelle des no-
tions de base onernant les suites spetrales et le omplexe TSW sur une variete ompate.
L'isomorphisme de la ohomologie de Morse ave la ohomologie singuliere est explique par
l'intermediaire de la ohomologie ellulaire. La setion 3.3 onstitue le ur du hapitre et
etudie le omplexe TSW pour une bration. L'existene d'une ltration naturelle entra^ne
l'existene d'une suite spetrale qui est isomorphe a la suite de Leray-Serre. Un ingredient
important dans sa onstrution sera le fait d'utiliser des hamps de pseudo-gradient a la plae
des hamps de gradient. Je donne une desription detaillee des deux premiers termes en oho-
mologie de Morse en introduisant dans e but la notion de systeme \pre-loal" de oeÆients.
Le resultat prinipal est le theoreme 3.3.1. La setion 3.4 derit les modiations qui sont a ap-
porter dans les arguments preedents pour obtenir les me^mes resultats pour des varietes a bord.
Le resultat prinipal, qui sera utilise dans le dernier hapitre de ette these, est le theoreme
3.4.2. Dans la setion 3.5 j'utilise la onstrution de la setion 3.3 pour interpreter la formule
de Kunneth, la suite exate de Gysin et la lasse d'Euler d'un bre en spheres. L'appendie
rappelle les notions de base onernant la theorie de l'indie de Conley [Co℄. Celle-i peut e^tre
utilisee pour donner une autre demonstration de l'isomorphisme entre la ohomologie de Morse
et la ohomologie singuliere en utilisant une ltration par ouples indexants [F4, S2℄. Je donne
une preuve de l'independane de et isomorphisme par rapport au hoix de la ltration qui ne
semble pas e^tre mentionnee dans la litterature.
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3.2 Outils de base
3.2.1 Suite spetrale pour un omplexe dierentiel gradue muni d'une ltration
Nous suivons dans ette setion le formalisme de Bott et Tu [BT℄. Les hypotheses que nous
mettons sur les omplexes dierentiels et sur les ltrations peuvent e^tre aaiblies, mais le adre
hoisi nous suÆra par la suite.
Soit (C; ) un Z-module dierentiel. On suppose que C est gradue
C = 
k0
C
k
et ltre
C = C
0
 C
1
 : : :  C
n
 0 ;
la ltration etant ompatible ave la dierentielle : C
p
 C
p
. On suppose de plus que
C
p
= 
k0
 
C
p
\ C
k

; p  0 :
On notera C
k
p
= C
p
\C
k
. Posons A = 
p
C
p
, B = gr(C) = 
p
C
p
=C
p+1
et notons par i : A  ! A
l'inlusion C
p+1
,! C
p
. La suite exate ourte de omplexes dierentiels
(3.1)
0
//
A
i //
A
j //
B
//
0
fournit une suite exate longue en ohomologie
: : :
//
H
k
(A)
i
1 //
H
k
(A)
j
1 //
H
k
(B)
k
1 //
H
k+1
(A)
//
: : :
;
qu'on erit sous la forme d'un triangle exat
(3.2)
H(A)
i
1 //
H(A)
j
1zzvv
vv
vv
vv
v
H(B)
k
1
ddHHHHHHHHH
def.
=
A
1
i
1 //
A
1
j
1~~||
||
||
||
B
1
k
1
``BBBBBBBB
De faon generale, un triangle exat du type (3.2) - appele aussi ouple exat - determine un
ouple exat derive
A
2
i
2 //
A
2
j
2~~||
||
||
||
B
2
k
2
``BBBBBBBB
ave A
2
= i
1
(A
1
)  A
1
, B
2
= H(B
1
; d
1
), d
1
= j
1
Æ k
1
et i
2
; j
2
; k
2
induites par i
1
; j
1
; k
1
. On
obtient de ette faon une suite de Z-modules dierentiels (E
r
; d
r
), r  1 ave
E
1
= B
1
= H(B); d
1
= j
1
Æ k
1
E
2
= H(E
1
); d
2
= j
2
Æ k
2
et.
Une telle suite (E
r
; d
r
), r  1 de modules dierentiels tels que E
r+1
= H(E
r
; d
r
) est appelee
suite spetrale. Si la suite est stationnaire a partir d'un ertain rang et si E
1
est isomorphe
au gradue gr(H) d'un Z-module ltre H, on dit que la suite onverge vers H. Dans notre
situation on a le
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Theoreme 3.2.1 ([BT℄, 14.6). Sous les hypotheses preedentes sur le omplexe gradue et ltre
(C; ), la suite spetrale assoiee a la ltration onverge vers H(C; ) ltre omme
H(C)  im
 
H(C
1
)! H(C)

 : : :  im
 
H(C
n
)! H(C)

 0 :
On note souvent E
p;q
1
= H
p+q
(C
p
=C
p+1
), D
p;q
1
= H
p+q
(C
p
) de sorte que E
1
= 
p;q
E
p;q
1
et
A
1
= 
p;q
D
p;q
1
. Le ouple exat (3.2) peut s'erire alors omme
(3.3)
H
p+q
(C
p+1
)
i
1 //
H
p+q
(C
p
)
j
1
~~}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
H
p+q+1
(C
p+1
)
H
p+q
(C
p
=C
p+1
)
k
1
hhRRRRRRRRRRRRR
=
D
p+1;q 1
1
i
1
( 1;1)
//
D
p;q
1
j
1
(0;0)















D
p+1;q
1
E
p;q
1
k
1
(1;0)
ddIIIIIIIII
Nous avons indique sur le diagramme les bidegres respetifs de i
1
, j
1
et k
1
. La dierentielle
d
1
= j
1
Æ k
1
est de bidegre (1; 0), tandis que d
r
= j
r
Æ k
r
est de bidegre (r; r + 1).
Il faut mettre en evidene le fait que la onnaissane de E
r
et d
r
dans une suite spe-
trale determine uniquement E
r+1
, mais pas d
r+1
. Par ontre, la onnaissane du ouple exat
(A
r
; E
r
; i
r
; j
r
; k
r
) determine entierement la suite spetrale a partir du rang r.
3.2.2 Suite spetrale de Leray-Serre pour une bration
Dans ette setion la presentation suit de pres [MC℄. Soit E

 ! B une bration loalement
triviale lisse de bre F . Pour simplier, on suppose que la base et la bre sont ompates. On
xe sur la base une struture de CW-omplexe ni. On pourra voir une telle struture omme
une ltration
B = B
n
 B
n 1
 : : :  B
0
 ; ;
ave B
0
un ensemble ni de points et B
p
, p  1 obtenu a partir de B
p 1
par reollement d'un
nombre ni de boules de dimension p le long de leur bord. L'existene d'une telle struture de
CW-omplexe ni est assuree par la theorie de Morse. On appelle B
p
le squelette de dimension
p. On en deduit une ltration E
p
= 
 1
(B
p
), 0  p  n sur E :
E = E
n
 E
n 1
 : : :  E
0
 ;
et une ltration de C = C

(E) :
C = C
0
 C
1
 : : :  C
n
 0 ;
ave
(3.4) C
p
= ker
 
C

(E)  ! C

(E
p 1
)

:
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Denition 3.2.2. La suite spetrale assoiee a la ltration i-dessus est appelee suite spetrale
de Leray-Serre pour la bration (E; ; B)
Les identiations qui suivent sont immediates.
C
p
' Hom
 
C

(E)=C

(E
p 1
); Z

;
C
p
=C
p+1
' Hom
 
C

(E
p
)=C

(E
p 1
); Z

;
de sorte que la suite spetrale de Leray-Serre provient du ouple exat
(3.5)
H
p+q
(E; E
p
)
i

//
H
p+q
(E; E
p 1
)
j

||xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx
H
p+q+1
(E; E
p
)
H
p+q
(E
p
; E
p 1
)
Æ
iiRRRRRRRRRRRRRR
=
D
p+1;q 1
1
i
1 //
D
p;q
1
j
1















D
p+1;q
1
E
p;q
1
k
1
ddIIIIIIIII
On a note i-dessus D
p;q
1
= H
p+q
(E; E
p 1
), E
p;q
1
= H
p+q
(E
p
; E
p 1
), alors que i

, j

, Æ
designent les morphismes qui apparaissent dans la suite exate longue du triplet (E; E
p
; E
p 1
)
ave les inlusions (E
p
; E
p 1
)
j
,! (E; E
p 1
)
i
,! (E; E
p
) .
La propriete ruiale de la suite spetrale de Leray-Serre est qu'elle devient independante
de la deomposition en CW-omplexe a partir du rang r = 2. La desription du deuxieme terme
de la suite spetrale neessite une digression sur l'homologie ellulaire et l'homologie a valeurs
dans un systeme loal de oeÆients.
Homologie a valeurs dans un systeme loal de oeÆients et homologie ellulaire. La
referene prinipale pour les notions presentees dans ette setion est [St℄. Etant donne un
espae topologique B on note P(B) l'espae des hemins ontinus dans B. On suppose pour
simplier que B est onnexe par ars.
Denition 3.2.3 ([St℄). Soit A un anneau et M un A-module. Un systeme loal de bre M sur
l'espae topologique B est onstitue par la donnee des elements suivants.
1. une opie M
x
de M en tout point x 2 B, appelee bre en x ;
2. une famille d'isomorphismes
 


:M
(0)

 !M
(1)

2P(B)
telle que
  si  '  sont deux hemins homotopes a bouts xes, alors 

= 

;
  si ;  2 P(B) verient (1) = (0), alors 

= 

Æ 

.
Les appliations 

seront appelees morphismes de transport par parallelisme.
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Le hoix d'un point x
0
2 B determine une equivalene de ategories entre systemes loaux de
bre M et representations de 
1
(B; x
0
) dans M
x
0
: tout systeme loal determine par denition
un morphisme 
1
(B; x
0
)  ! Aut M
x
0
. Reiproquement, une representation determine un
unique systeme loal : les lasses d'homotopies de hemins entre x
0
et x 2 B sont obtenues
en adjoignant un hemin de x
0
a x hoisi arbitrairement a des representants des elements de

1
(B; x
0
). Les elements de Aut(M
x
0
) representes par des elements de 
1
(B) seront appeles
automorphismes de monodromie.
Un isomorphisme de systemes loaux est un isomorphisme entre les representations orre-
spondantes, pour un point de base xe. De faon equivalente, 'est une olletion
d'isomorphismes entre les bres orrespondantes qui ommutent ave le transport par par-
allelisme.
Exemple 3.2.4. Le syteme trivial de bre M , note M . . On pose M
x
= M , x 2 B et 

=
Id,  2 P(B). Le transport par parallelisme ne depend pas du hemin et le systeme trivial
orrespond a la representation triviale 
1
(B)  ! fIdg  ! Aut(M).
Exemple 3.2.5. Systemes ohomologiques dans une bration ou systemes loaux de Leray-Serre.
Soit F ,! E

 ! B une bration loalement triviale. On note F
x
= 
 1
(x), x 2 B. Pour
tout entier q  0 on denit un systeme loal H
q
(F ) de bre H
q
(F ). La bre au point x 2 B
est, par denition, H
q
(F
x
). Si U  B est un ouvert ontratile et x; y 2 U , les inlusions
F
x
i
x
,! 
 1
(U)
i
y
 - F
y
induisent des isomorphismes en ohomologie et don un isomorphisme
i
yx
= i

y
i

x
 1
: H
q
(F
x
)

 ! H
q
(F
y
). Cet isomorphisme est independant de U tant que elui-i
reste inlus dans un ouvert ontratile xe V 3 x; y. Pour un hemin  2 P(B), on denit


= i
t
k+1
t
k
Æ i
t
k
t
k 1
Æ : : : Æ i
t
1
t
0
: H
q
(F
(0)
)

 ! H
q
(F
(1)
) ;
ave 0 = t
0
< t
1
< : : : < t
k 1
< t
k
< t
k+1
= 1 une sous-division de [0; 1℄ telle que ([t
j
; t
j+1
℄),
0  j  k soit inlus dans un ouvert ontratile. Il est faile de verier que la denition ne
depend pas du hoix de la sous-division et verie les proprietes qui araterisent un systeme
loal de oeÆients.
On introduit maintenant la ohomologie singuliere a oeÆients dans un systeme loal M.
Soit 
p
le p-simplexe standard de R
p+1
dont les sommets sont (v
0
; : : : ; v
p
). Le A-module des
p-ha^nes a oeÆients dans M est deni omme
C
p
(B ; M) =
n
k
X
i=1
m
i

 
i
: 
i
: 
p
 ! B; m
i
2M

i
(v
0
)
o
:
La dierentielle  : C
p
(B ; M)  ! C
p 1
(B;M) est
(m
 ) = 
[v
0
v
1
℄
(m)
 
0
 +
p
X
i=1
( 1)
i
m
 
i
 ;
ave 
i
les dierentielles habituelles sur les simplexes singuliers. Les p-oha^nes a oeÆients
dansM forment le A-module
C
p
(B ; M) = Hom
 
C
p
(B ; M); A

;
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ave la dierentielle duale
Æ(f) = f Æ  :
Par denition, le p-ieme groupe de ohomologie de B a oeÆients dans M est
H
p
(B ; M) = H
p
(C

(B ; M); Æ) :
Tout omme la ohomologie singuliere habituelle, la ohomologie a valeurs dans un systeme
loal de oeÆients verie les axiomes d'exision, d'invariane par homotopie et d'existene
d'une suite exate longue pour un triplet. Elle est egale, en degre 0, a l'ensemble des elements
de M xes par tous les automorphismes de monodromie. De plus, la ohomologie singuliere a
oeÆients dans M est egale a la ohomologie a valeurs dans le systeme loal trivial M .
Nous rappelons maintenant les notions de base onernant la ohomologie ellulaire a valeurs
dans un systeme loal de oeÆientsM. On suppose queB admet une struture de CW-omplexe
et on note B
k
le k-squelette orrespondant. Nous pouvons denir un omplexe dierentiel
Cell
p
(B ; M) = H
p
(B
p
; B
p 1
; M) ;
Æ
Cell
= Æ : H
p
(B
p
; B
p 1
; M)  ! H
p+1
(B
p+1
; B
p
; M) ;
ave Æ le morphisme de onnexion dans la suite exate longue de ohomologie assoiee au triplet
(B
p+1
; B
p
; B
p 1
). Le resultat qui suit est lassique. On peut en trouver une demonstration pour
M = M par exemple dans [MiSt℄ A.4. et la preuve reste valable telle quelle pour un systeme
loal quelonque.
Theoreme 3.2.6. On a un isomorphisme anonique (i.e. dependant uniquement de la
deomposition en CW-omplexe)
H
p
 
Cell

(B ; M); Æ
Cell

' H
p
(B ; M); p  0 :
On utilisera plus bas la notation
H
p
Cell
(B; M) = H
p
 
Cell

(B ; M); Æ
Cell

:
Remarque 3.2.7 (desription eetive de la dierentielle ellulaire). Voii maintenant un point de
vue alternatif sur l'homologie ellulaire, qui fera le lien ave l'homologie de Morse. Soient (e
p

)

les p-ellules ouvertes et x

2 e
p

leurs entres. On suppose avoir hoisi des orientations pour
les e
p

i.e. des generateurs de H
p
(e
p

; e
p

; M) M . La disussion qui suit depend de e hoix.
On a en partiulier des isomorphismes
(3.6) Cell
p
(B; M) '
M

M
x

:
On denit les nombres d'inidene
[e
p

: e
p+1

℄ = deg



Æ f

: e
p+1

 ! B
p
 ! S


;
ave f

: e
p+1

 ! B
p
l'appliation de reollement pour e
p+1

, S

la sphere obtenue en on-
tratant B
p
n e
p

a un point, 

: B
p
 ! S

la projetion anonique. La dierentielle Æ
Cell
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s'exprime alors (voir [Br℄ IV.10. pour une preuve en homologie singuliere sur Z et qui reste
valable telle quelle en ohomologie a oeÆients dans un systeme loal)
(3.7) Æ
Cell
(m

) =
X

[e
p

: e
p+1

℄

(m

) ; m

2M
x

;
ave 

le transport par parallelisme le long d'un hemin de x

a x

ontenu dans e
p+1

.
Pour que le transport soit independant par rapport au hemin, il suÆt de supposer [St℄ que
la fermeture de toute ellule e
p+1

est simplement onnexe. Cei peut faire defaut uniquement
en dimension 1, lorsqu'une ellule e
1

entree en x

se referme sur un point x

= e
0

. Soient
alors 


les hemins de x

vers x

qui parourent e
1

dans le sens positif/negatif. Le terme
[e
0

: e
1

℄

(m

) de (3.7) est dans ette situation nul et doit e^tre remplae par
(3.8) he
0

i 
 

+

(m

)  
 

(m

)

;
ave he
0

i 2 f1g l'orientation de e
0

.
Nous pouvons desormais donner la desription des deux premiers termes de la suite spetrale
de Leray-Serre. Pour une demonstration, voir par exemple [MC℄ 5.4.
Theoreme 3.2.8. Soit F ,! E

 ! B une bration loalement triviale. On suppose que B admet
une struture de CW-omplexe ni. La suite spetrale de Leray-Serre assoiee a la ltration par
squelettes de B verie les proprietes suivantes :
E
p;q
1
' Cell
p
(B ; H
q
(F )); d
1
= Æ
Cell
;
E
p;q
2
' H
p
(B ; H
q
(F )) ;
E
p;q
r
=) H
p+q
(E) :
Le premier des isomorphismes preedents depend de la deomposition en CW-omplexe de B,
mais le deuxieme non.
La suite spetrale de Leray-Serre admet une formulation en homologie relative pour une
bration en paires (F; F
0
) ,! (E; E
0
)

 ! B. Cela veut dire que F
0
,! E
0

 ! B est
une sous-bration ave E
0
 E et F
0
 F . La ltration orrespondante sur C

(E; E
0
) =
Hom(C

(E)=C

(E
0
); Z) est C
p
= ker
 
C

(E; E
0
)  ! C

(E
p 1
; E
p 1
0
)

(f. (3.4)). Voii la for-
mulation du resultat pour une bration lisse a bord au-dessus d'une base sans bord, en prenant
F
0
= F , E
0
= E.
Theoreme 3.2.9. Soit F ,! E

 ! B une bration loalement triviale lisse. On suppose B = ;
et F 6= ;. Il existe une suite spetrale (de Leray-Serre) assoiee a une ltration par squelettes
de B orrespondant a une deomposition en CW-omplexe, qui verie les proprietes suivantes :
E
p;q
1
' Cell
p
(B ; H
q
(F; F )); d
1
= Æ
Cell
;
E
p;q
2
' H
p
(B ; H
q
(F; F )) ;
E
p;q
r
=) H
p+q
(E; E) :
Le premier des isomorphismes preedents depend de la deomposition en CW-omplexe de B,
mais le deuxieme non.
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Remarque 3.2.10. Si K  B est un sous-omplexe ellulaire on peut denir l'homologie ellulaire
relative H
p
Cell
(B; K; M) omme l'homologie du omplexe
Cell
p
(B; K; M) = H
p
(B
p
; B
p 1
[K
p
; M) ;
H
p
(B
p
; B
p 1
[K
p
)
i

//
H
p
(B
p
; B
p 1
)
Æ //
H
p+1
(B
p+1
; B
p
)
 //
H
p+1
(B
p+1
; B
p
[K
p+1
)
;
Æ
Cell
=  Æ Æ Æ i

;
ou la derniere ehe  est la projetion donnee par la deomposition anonique en somme
direte
H
p+1
(B
p+1
; B
p
) ' H
p+1
(B
p+1
; B
p
[K
p+1
)H
p+1
(K
p+1
; K
p
) :
L'analogue du theoreme 3.2.6 est enore valable en homologie ellulaire relative.
Remarque 3.2.11. Tous les faits enones preedemment en ohomologie ellulaire ont un orre-
spondant homologique. Le omplexe qui alule l'homologie singuliere de B est
Cell
p
(B; M) = H
p
(B
p
; B
p 1
; M) ;

Cell
=  : H
p
(B
p
; B
p 1
; M)  ! H
p 1
(B
p 1
; B
p 2
; M) ;
ave  le morphisme de onnexion dans la suite exate longue d'homologie assoiee au triplet
(B
p
; B
p 1
; B
p 2
).
3.2.3 Le omplexe de Thom-Smale-Witten (TSW) sur une variete ompate
Cette setion presente la onstrution du omplexe TSW en s'appuyant sur [L1, Po℄. On on-
sidere une variete lisse fermee B, une fontion de Morse f : B  ! R et un hamp de veteurs
X qui satisfait
X  f < 0
en dehors des points ritiques de f . On dira enore que X est un hamp de pseudo-gradient
negatif par rapport a f . Le ot de X sera note 
t
. Les varietes stables et instables de X sont
denies de la faon habituelle
W
s
(x) = fz 2 B : lim
t!+1

t
(z) = xg; x 2 Crit(f) ;
W
u
(x) = fz 2 B : lim
t! 1

t
(z) = xg :
Les deux sont des varietes lisses dieomorphes a des boules ouvertes. Si l'indie de Morse de x
par rapport a f est egal a k alors dim W
u
(x) = k et dim W
s
(x) = n  k.
Denition 3.2.12. On dit que le hamp X est de type Morse-Smale si toute variete stable est
transverse a toute variete instable :
W
u
(x) t W
s
(y); x; y 2 Crit(f) :
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Cette ondition est generiquement satisfaite dans l'espae des hamps de pseudo-gradient
pour une fontion de Morse xee [Sm2℄. L'espae des trajetoires reliant deux points ritiques
x et y est
f
M(x; y) = f : R  ! B : _ = X(); lim
t! 1
(t) = x; lim
t!+1
(t) = yg :
Comme toute trajetoire  est uniquement determinee par (0), on peut identier
f
M(x; y) a
W
u
(x) \W
s
(y) qui, sous la ondition de Morse-Smale, est une variete de dimension ind(x)  
ind(y). Le groupe additif R agit par translation sur
f
M(x; y) et le quotient est note M(x; y) :
dim M(x; y) = ind(x)  ind(y)  1 :
Si la dierene des indies est egale a 1, alorsM(x; y) est une variete ompate de dimension 0,
'est-a-dire un ensemble ni. La ompaite deoule de la desription du bord de M(x; y) qu'on
donnera plus loin.
Un hoix d'orientations hxi des varietes instables W
u
(x), x 2 Crit(f) determine une orien-
tation de M(x; y). Voii la desription du signe qu'on assoie a haque element  2 M(x; y)
lorsque ind(x)   ind(y) = 1. Posons z = (0). Pour une inlusion W  V d'espaes vetoriels
on onvient a e que, en la presene d'orientations, l'isomorphisme anonique V 'W  (V=W )
soit un isomorphisme d'espaes vetoriels orientes. Lorsque deux des trois termes de ette iden-
tiation sont orientes, on deduit une orientation sur le troisieme par ette regle.
Maintenant, l'orientation hyi induit de faon anonique une o-orientation de W
s
(y) en z.
L'isomorphisme anonique
(3.9) T
z
B=T
z
W
s
(y) ' T
z
W
u
(x)=T
z
(W
u
(x) \W
s
(y))
determine par la regle preedente une orientation de T
z
(W
u
(x) \W
s
(y)). Ce dernier espae
vetoriel est de dimension 1 et on assoie a  un signe n

egal a 1 selon que _(z) en est une
base positive ou negative.
Le omplexe TSW est habituellement onstruit sur Z, mais nous elargissons ette denition
pour prendre en ompte un eventuel systeme loal de oeÆients M sur B. Posons
C
q
Morse
(B; X; M)
def.
=
M
ind(x)=q
M
x
et onsiderons la dierentielle
Æ
Morse
: C
q
Morse
(B; X; M)  ! C
q+1
Morse
(B; X; M) ;
Æ
Morse
(m) =
X
ind(y)=q+1
X
2M(y;x)
n


 1

(m) :(3.10)
Pour expliquer l'identite fondamentale Æ
2
Morse
= 0 il faut rappeler la struture du bord d'un
espae de trajetoires M(x; y), ind(x) > ind(y). On trouvera une demonstration detaillee des
deux theoremes suivants dans [Po℄ x2, [F4℄ ou [Sh1℄.
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Theoreme 3.2.13. Soient x; y 2 Crit(f), ind(x) > ind(y) et (
j
)
j1
une suite dans M(x; y). Il
existe une sous-suite (
0
j
)  (
j
), des points x
1
; x
2
; : : : ; x
k
2 Crit(f) ave ind(x) > ind(x
1
) >
: : : > ind(x
k
) > ind(y), des trajetoires 
i
2 M(x
i
; x
i+1
), x
0
= x, x
k+1
= y et des temps de
reparametrisation (s
i
j
)
j1
 R tels que

0
j
(+ s
i
j
)
C
1
lo //

i
; 0  i  k :
La notation i-dessus designe la onvergene uniforme sur tout ompat de toutes les derivees.
On dira que la sous-suite (
0
j
) onverge vers la trajetoire brisee (
0
; 
1
; : : : ; 
k
).
La signiation du theoreme est que le \bord" de M(x; y) est onstitue de trajetoires
brisees i.e. des k-uples (
0
; 
1
; : : : ; 
k
), ave 
i
2M(x
i
; x
i+1
), x
0
= x, x
k+1
= y et x
i
2 Crit(f).
On aura neessairement ind(x
i
) > ind(x
i+1
) et k  ind(x)   ind(y)   1. Une onsequene
immediate est la ompaite de M(x; y) si ind(x) = ind(y) + 1.
Le theoreme qui suit assure que toute trajetoire brisee de x a y fait eetivement partie
du bord.
Theoreme 3.2.14. Soient x; y; z 2 Crit(f), ind(x) > ind(y) > ind(z) et (
0
; 
00
) 2 M(x; y) 
M(y; z). Alors il existe une famille ontinue (
R
)
R>> 1
 M(x; z) qui onverge pour R ! 1
vers la trajetoire brisee (
0
; 
00
) et telle que, pour toute suite (
j
)
j
M(x; z) qui onverge vers
(
0
; 
00
), les 
j
appartiennent a la omposante onnexe de 
R
pour j assez grand.
On appellera (
R
)
R
un reollement de (
0
; 
00
). Me^me si le theoreme est enone pour une
trajetoire brisee onstituee de deux moreaux, on peut l'etendre pour des trajetoires brisees
arbitraires en realisant le reollement de prohe en prohe.
Lorsque ind(x) = ind(z) + 2, une omposante a bord de M(x; z) est dieomorphe a un
intervalle ouvert dont les bouts onvergent vers deux trajetoires brisees, disons (
0
1
; 
00
1
) et
(
0
2
; 
00
2
), par les points ritiques intermediaires y
1
et, respetivement, y
2
. On a alors le resultat
suivant, dont on peut trouver une demonstration detaillee dans [Po℄ 2.4.1.
Proposition 3.2.15. Si (
0
1
; 
00
1
) et (
0
2
; 
00
2
) representent les bouts d'une omposante a bord de
M(x; z), ind(x) = ind(z) + 2 on a
n

0
1
n

00
1
+ n

0
2
n

00
2
= 0 :
Corollaire 3.2.16. Soit M un systeme loal de oeÆients sur B. Alors
Æ
2
Morse
= 0 :
Demonstration. (voir aussi (3.13)). Il suÆt de montrer Æ
2
Morse
(m) = 0, m 2M
z
, ind(z) = q. Or
Æ
2
Morse
(m) =
X
ind(x)=q+2

X
ind(y)=q+1
X
(
0
;
00
)2M(x;y)M(y;z)
n

0
n

00

 1

0
 

 1

00
(m)


:(3.11)
Si (
0
1
; 
00
1
) et (
0
2
; 
00
2
) sont les bouts d'une omposante a bord d'unM(x; z), alors
(3.12) n

0
1
n

00
1

 1

0
1
 

 1

00
1
(m)

+ n

0
2
n

00
2

 1

0
2
 

 1

00
2
(m)

= 0 :
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En eet, les hemins omposes 
0
1
 
00
1
et 
0
2
 
00
2
realisent le bord d'un disque de dimension 2,
a savoir exatement la omposante en question relevee dans
f
M(x; z). Par onsequent ils sont
homotopes et 
 1

0
1
Æ
 1

00
1
= 
 1

0
2
Æ
 1

00
2
e qui, ave la proposition 3.2.15, demontre (3.12). D'un
autre o^te, le theoreme 3.2.14 assure que les termes apparaissant dans la somme (3.11) peuvent
e^tre regroupes deux par deux omme dans (3.12).

On denit les groupes de ohomologie de Morse a oeÆients dans M omme
H
q
Morse
(B; X; M)
def.
= H
q
 
C

Morse
(B; X; M); Æ
Morse

:
Par e qui preede, toute variete instable W
u
(x), ind(x) = p est dieomorphe a R
p
et son
adherene W
u
(x) dans B est obtenue en rajoutant les strates W
u
(y), ind(y) < ind(x) tels que
M(x; y) 6= ;. Laudenbah [L1℄ donne une ondition suÆsante sous laquelle les W
u
(x) ainsi
onstruits forment une deomposition de B en CW-omplexe.
Denition 3.2.17. Le hamp X est dit standard au voisinage des points singuliers si, pour
tout x 2 Crit(f), il existe une arte (x
1
; : : : ; x
n
) autour de x dans laquelle X s'erit
P
i
x
i

x
i
.
Lorsque le hamp X de type Morse-Smale est standard au voisinage des points ritiques,
Laudenbah [L1℄ prouve que W
u
(x) = W
u
(x) nW
u
(x) est retrate par deformation d'un de
ses voisinages dans W
u
(x). Cei denit pour tout point x d'indie p une appliation de re-
ollement S
p 1
 !
S
ind(y)<p
W
u
(y) et don une deomposition de B en CW-omplexe dont les
ellules sont les varietes instablesW
u
(x). La remarque (3.2.7) entra^ne pour ette deomposition
l'egalite
Cell
p
(B; M) = C
p
Morse
(B; X; M) :
Soient maintenant x; y 2 Crit(f), ind(x) = ind(y) + 1 et regardons le nombre de om-
posantes onnexes de W
u
(x) au voisinage de W
u
(y). Le theoreme 3.2.14 assure qu'il est mi-
nore par #M(x; y), tandis que le theoreme 3.2.13 donne une majoration par #M(x; y). Par
onsequent il y en a exatement #M(x; y) et elles sont indexees par les elements de M(x; y).
Prenons une telle trajetoire  2 M(x; y). Posons z = (t) pour un t suÆsamment grand
et z appartiendra a la omposante onnexe indexee par . L'isomorphisme d'espaes vetoriels
orientes (3.9) peut e^tre erit omme suit [Po℄ 2.4.2
T
z
W
u
(x)
hn

_(z)i
=
T
z
W
u
(x)
T
z
(W
u
(x) \W
s
(y))
'
T
z
B
T
z
W
s
(y)
'
T
y
B
T
y
W
s
(y)
' W
u
(y) :
L'avant derniere identite est obtenue par transport parallele le long de . On en deduit
T
z
W
u
(x) = hn

i W
u
(y) :
Cei peut e^tre lu aussi de la faon suivante : n

est egal a 1 selon queW
u
(y) herite l'orientation
du bord de W
u
(x) ou non. La denition du degre d'une appliation entra^ne alors l'expression
suivante pour le nombre d'inidene :

W
u
(y) : W
u
(x)

=
X
2M(x;y)
n

:
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En tenant ompte des expressions (3.7), (3.8), (3.10) pour les dierentielles du omplexe ellu-
laire et du omplexe TSW on obtient
(3.13) Æ
Cell
= Æ
Morse
:
On pourra remarquer le fait que, dans l'identiation i-dessus, l'orientation des varietes insta-
bles hoisie pour denir le omplexe TSW doit e^tre la me^me que elle utilisee dans la desription
3.2.7 de la dierentielle ellulaire.
On rassemble les resultats preedents dans le
Theoreme 3.2.18. Soit X un hamp de pseudo-gradient negatif sur une variete ompate B.
On suppose que X verie la ondition de Morse-Smale et qu'il est standard au voisinage des
points singuliers. Les varietes instables determinent une deomposition de B en CW-omplexe
et, pour tout systeme loal de oeÆients M, on a l'isomorphisme
H
p
Morse
(B; X; M) ' H
p
Cell
(B; M); p  0 :
Corollaire 3.2.19. Soient B, X et M omme i-dessus. On a un isomorphisme qui ne depend
que du hoix d'orientations des varietes instables
H
p
Morse
(B; X; M) ' H
p
(B; M); p  0 :
3.3 Fontions de Morse et brations
On onsidere dans ette setion des brations loalement triviales lisses F ,! E

 ! B dont la
bre F et la base B sont ompates sans bord. La bre 
 1
(x) au-dessus d'un point x 2 B sera
notee F
x
et le relevement 

f d'une fontion f : B  ! R sera note
e
f . Nous allons onstruire
sur E des hamps de pseudo-gradient negatif d'une forme partiuliere qui verient la ondition
de transversalite de Morse-Smale et qui sont standard au voisinage des points ritiques (voir
les denitions 3.2.12 et 3.2.17). Le omplexe TSW orrespondant sera muni d'une ltration
naturelle et on demontre que la suite spetrale qui lui est assoiee est isomorphe a la suite
spetrale de Leray-Serre de la bration (E; ; B; F ). De maniere plus preise, nous allons
demontrer a la n de la setion 3.3.3 le
Theoreme 3.3.1 (Suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Morse). Soit (E; B; F; ) une
bration loalement triviale lisse ompate sans bord. Soit f : B  ! R une fontion de Morse.
Pour tout  > 0 il existe une fontion de Morse f

: E  ! R telle que k f

 
e
f k
C
1
  et un
hamp X

qui est un pseudo-gradient negatif par rapport a f

, veriant fX

= 0g = Crit(f

) et
(Crit(f

)) = Crit(f) :
De plus :
a) Il existe une suite spetrale (E
;
r
)
r1
qui onverge vers H

Morse
(E; X

; Z) et qui verie
E
p;q
1
= C
p
Morse
(B; H
q
Morse
(F )); d
1
= Æ
Morse
;
E
p;q
2
= H
p
Morse
(B; H
q
Morse
(F )) :
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La notation H
q
Morse
(F ) designe un systeme loal de oeÆients anoniquement isomorphe au
systeme loal de Leray-Serre H
q
(F ) (f. 3.2.5). Cette suite spetrale, ainsi que le systeme de
oeÆients H
q
Morse
(F ), sont onstruits exlusivement en termes de ohomologie de Morse.
b) La suite spetrale (E
;
r
)
r2
est isomorphe a la suite spetrale de Leray-Serre
 
LS
E
;
r

r2
par un isomorphisme qui depend uniquement du hoix d'orientations pour les varietes instables
de X

.
3.3.1 Fontions de Morse sur l'espae total d'une bration
Soit f : B  ! R une fontion de Morse et fp
1
; p
2
; : : : ; p
k
g ses points ritiques. La relevee
e
f est une fontion de Morse-Bott, au sens ou son lieu ritique est onstitue de sous-varietes
transversalement non degenerees, a savoir les bres au-dessus des points ritiques de f .
L'idee de perturber
e
f au voisinage des bres ritiques de faon a obtenir une fontion de
Morse appara^t deja dans [Bo℄. Soient fp
1
; : : : ; p
k
g les points ritiques de f et hoisissons des
ouverts deux a deux disjoints U
i
3 p
i
ave des trivialisations
	
i
: 
 1
(U
i
)
 //

%%K
KK
KK
KK
KK
K
U
i
 F 3 (x; y)
pr
1
xxqqq
qq
qq
qq
qq
pr
2
&&MM
MM
MM
MM
MM
MM
U
i
F
Fixons une fontion de Morse ' : F  ! R et posons f
i
= ' Æ pr
2
Æ 	
i
: 
 1
(U
i
)  ! R. Soient
p
i
2 V
i
 U
i
des ouverts relativement ompats et 
i
: U
i
 ! R des fontions de tronature
lisses a support ompat, valant 1 sur V
i
.
Proposition 3.3.2. Ave les notations preedentes, la fontion
f

=
e
f + 
X
i
e
i
f
i
est une fontion de Morse pour tout  > 0 suÆsamment petit. Ses points ritiques sont (p
i
; y),
p
i
2 Crit(f), y 2 Crit(f
i
).
Demonstration. La fontion f

est evidemment bien denie sur E tout entier. On voit failement
que ses points ritiques se trouvent dans
S
i

 1
(U
i
) et il suÆt de faire l'etude dans un 
 1
(U
i
)
xe. Via la trivialisation 	
i
on peut erire
f

(x; y) = f(x) + 
i
(x)'(y) ;
df

(x; y) =
 
df(x) + d
i
(x)'(y); 
i
(x)d'(y)

:
Comme df 6= 0 sur le ompat U
i
n V
i
et ' est bornee, on peut hoisir  > 0 suÆsamment petit
de faon a e que la premiere omposante de df

ne s'annule pas sur 
 1
(U
i
n V
i
). Par ailleurs,
dans 
 1
(V
i
) on a df

(x; y) = (df(x);  d'(y)) et les points ritiques sont de la forme (p
i
; y),
y 2 Crit('). Leur non-degeneresene est immediate.

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3.3.2 Metriques adaptees et hamps de pseudo-gradient
On pose dans e qui suit V

= ker(d : T

E  ! T
()
B) et on appelle (V

)
2E
la distribution
vertiale. Par denition, une onnexion sur E est une distribution de rang n, n = dimB,
transverse a la distribution vertiale, qu'on appellera aussi distribution horizontale. Une reette
simple de onstrution est la suivante : pour toute metrique riemannienne  sur E, la famille
H

= (V
?

)
2E
denit une onnexion. L'existene des metriques riemanniennes entra^ne ainsi
l'existene des onnexions.
Pour  > 0 suÆsamment petit donne par la proposition 3.3.2, nous allons onstruire un
hamp X

de pseudo-gradient negatif par rapport a f

qui est standard au voisinage des points
singuliers, qui verie la ondition de Morse-Smale et tel que
(3.14) 

X

=  rf :
La ondition (3.14) sera essentielle dans la demarhe que nous adoptons. Pour la realiser,
le hoix immediat serait X

=  r
e
f mais ei n'est pas un hamp de pseudo-gradient pour f

.
D'un autre o^te, si on hoisit X

=  rf

=  r
e
f   
P
e
i
rf
i
  
P
f
i
re
i
pour satisfaire a la
ondition de pseudo-gradient alors (3.14) ne sera pas veriee au-dessus des U
i
n V
i
a ause de
la presene des termes en re
i
. Les deux problemes seront resolus en prenant
(3.15) X

def.
=  r
e
f   
X
e
i
rf
i
:
Proposition 3.3.3. Soient f , ', f
i
, 
i
denies omme plus haut. Soit g une metrique sur B et
h une metrique sur F . On note aussi par h la metrique induite sur la distribution vertiale de
U
i
 F , 1  i  k.
a) L'ensemble R
g;h
des metriques  sur E telles que 
j
H

= 

g, 	
i

H

soit la distribution
horizontale triviale ker pr
2
sur U
i
 F et 
j
V
= 	

i
h sur 
 1
(U
i
) est non vide;
b) Il existe 
0
> 0 tel que, pour toute metrique  2 R
g;h
, le hamp X

deni par (3.15) est
un hamp de pseudo-gradient negatif pour f

et verie (3.14) pour tout 0 <   
0
;
) Si r
g
f et r
h
' sont standard au voisinage des points ritiques, alors X

l'est aussi pour
tout  > 0.
Demonstration. a) A l'aide d'une partition de l'unite, on onstruit une metrique 
0
sur E
qui onide ave 	

i
(g  h) sur 
 1
(V
i
). La distribution horizontale H = H

0
est alors plate
au-dessus de V
i
. On denit une metrique  omme

j
V
= 
0
j
V
; 
j
H
= 

g; V ?

H
et on aura  2 R
g;h
.
b) Comme d
e
f
j
V
 0 et df
i
j
H
 0 on deduit que
r

f
i
2 V; r

e
f 2 H
et don 

X

=  

r

e
f . Soit Y un veteur quelonque tangent a B et Y
H
son releve horizontal.
On a
g(rf; Y ) = df(

Y
H
) = d
e
f(Y
H
) = (r
e
f; Y
H
) = (r
e
f
H
; Y
H
) = g(

r
e
f; 

Y
H
) = g(

r
e
f; Y ) ;
e qui assure que 

X

=  rf .
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Evaluons maintenant X

 f

. Comme X

=  rf

au-dessus de [V
i
S

([U
i
), il sut de
faire l'etude au-dessus de U
i
n V
i
, ou l'on a
( r
e
f   
X
e
i
rf
i
)  (
e
f + e
i
f
i
) =  

jrf j
2
g
+ f
i
g(r
i
; rf) + e
i
df
i
(r
e
f) +
e
i
d
e
f(rf
i
) + 
2
e
i
f
i
de
i
(rf
i
) + 
2
e
2
i
jrf
i
j
2

=  

jrf j
2
g
+ f
i
g(r
i
; rf) + 
2
e
2
i
jrf
i
j
2

  jrf j
2
g
  f
i
g(r
i
; rf) < 0 :
La derniere inegalite a lieu pour  suÆsamment petit, vu quer
g
f ne s'annule pas sur le ompat
U
i
n V
i
.
) L'aÆrmation est evidente par la struture de  2 R
g;h
.

Proposition 3.3.4. Soient g, h des metriques sur B et F telles que r
g
f et r
h
' verient la
ondition de transversalite de Morse-Smale. Soit 
0
2 R
g;h
xee. On denit
R
0
=
n
 2 R
g;h
:  = 
0
sur
[

 1
(U
i
) et 
j
V
= 
0
j
V
o
Il existe un ensemble dense de metriques de R
0
telles que X

soit de Morse-Smale pour tout
0 <   
0
.
La preuve de ette proposition est fournie dans la setion 3.3.5.
3.3.3 La suite spetrale pour le omplexe TSW d'une bration
On utilise toujours les notations de la setion preedente. On xe f , 	
i
, 
i
et ', ainsi que des
metriques g et h sur B et F telles que r
g
f et r
h
' soient des hamps de Morse-Smale standard
au voisinage des points ritiques. On xe aussi une metrique generique  2 R
g;h
et 0 <   
0
.
Le hamp X

est un pseudo-gradient negatif pour f

, de Morse-Smale et standard autour des
points ritiques. On erira desormais X au lieu de X

. On note (C

; ) le omplexe TSW sur
Z assoie a X
C
k
=
M
 2 Crit(f

)
ind() = k
Zhi :
On xe des orientations pour les varietes instables de f et ' et on onvient a e que l'orientation
hi d'un point ritique  = (p
i
; y) soit la somme hp
i
i  hyi.
Le omplexe C

est naturellement muni d'une ltration deroissante qui respete la gradu-
ation
C
p
=
M
 2 Crit(f

)
ind(())  p
Zhi :
Proposition 3.3.5. La dierentielle  preserve la ltration
(C
k
p
)  C
k+1
p
:
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Demonstration. Cei deoule de la propriete fondamentale (3.14), par laquelle les trajetoires
de X se projettent sur des trajetoires de  rf . Si M(; ) 6= ;, ;  2 Crit(f

) alors
M((); ()) 6= ;, e qui entra^ne par la ondition de Morse-Smale sur  rf que ind(()) 
ind(()), ave egalite si et seulement si () = (). Dans e dernier as, les trajetoires
reliant  a  doivent e^tre entierement ontenues dans la bre orrespondante.

Ave les notations de la setion 3.2.1 on a
A = 
p0
C
p
;
B =
M
p0
C
p
=C
p+1
=
M
p0
M
k0
M
ind() = k
ind(()) = p
Zhi :
Le omplexe dierentiel
C
p
=C
p+1
=
M
ind(())=p
Zhi
s'identie au omplexe de Morse dans les bres au-dessus des points ritiques d'indie p sur la
base. En tant que Z-module l'identiation est automatique. D'un autre o^te, la dierentielle
induite
e
 : C
p
=C
p+1
 ! C
p
=C
p+1
agit omme
e
[a℄ = a (modC
p+1
); a 2 C
p
:
Il suÆt de verier l'aÆrmation sur les generateurs hi,  2 Crit(f

), ind(()) = p. Pour
xer les idees, supposons ind() = k. On note dans e qui suit #M(; ) =
P
2M(;)
n

.
Alors
hi =
X
ind()=k+1
#M(; )hi =
X
ip
X
ind()=k+1
ind(())=i
#M(; )hi =
=
X
ind()=k+1
()=()
#M(; )hi +
X
i>p
X
ind()=k+1
ind(())=i
#M(; )hi
et
hi (modC
p+1
) =
X
ind()=k+1
()=()
#M(; )hi =
X
ind
bre
()=ind
bre
()+1
2F
()
#M
bre
(; )hi
= 
bre
hi :
On a note i-dessus par 
bre
la dierentielle de Morse usuelle dans les bres ritiques de
e
f .
Le alul preedent utilise de faon ruiale le fait qu'une trajetoire reliant deux points dont
les projetions sur la base ont le me^me indie doit neessairement e^tre ontenue dans une bre
(Proposition 3.3.5). Le probleme des signes est regle gra^e a la onvention sur les orientations.
On peut alors erire
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(3.16) E
1
= B
1
'
M
p0
M
p
i
2B
ind(p
i
)=p
H
Morse
(F
p
i
) :
Nous expliitons maintenant la dierentielle d
1
= j
1
Æ k
1
: E
1
 ! E
1
et pour ela on derit les
morphismes i
1
; j
1
; k
1
dans (3.2). En mettant C
0
p
= 
ind(())=p
Zhi on aura
C
p
= C
0
p
 C
p+1
et la dierentielle induite 
p
: C
p
 ! C
p
s'erira sur omposantes omme
(3.17)
8
>
>
>
<
>
>
:
C
0
p

bre

00
//
C
0
p
 C
p+1
C
p+1
0
p+1 //
C
0
p
 C
p+1
Une lasse de ohomologie dans H(C
p
) est representee par un element 
0
 
00
2 C
0
p
 C
p+1
.
L'inlusion C
p+1
,! C
p
s'erit

0
|{z}
C
0
p+1
 
00
|{z}
C
p+2
7 ! 0
|{z}
C
0
p
 (
0
 
00
)
| {z }
C
p+1
et faire agir i
1
signie prendre la lasse de ohomologie du membre de droite de l'egalite i-
dessus.
D'un autre o^te, faire agir j
1
signie prendre la lasse de ohomologie de 
0
par rapport a

bre
. Elle est bien denie puisque la deomposition (3.17) de 
p
entra^ne que la omposante
dans C
0
p
d'un yle est un yle pour 
bre
.
j
1
: H(A) = 
p
H(C
p
)  ! H(B) = 
p
H(C
p
=C
p+1
) ;
[
0
 
00
℄

p
7 ! [
0
℄

bre
:
Pour derire k
1
il suÆt de regarder le degre k de la suite exate (3.1) :
0     ! C
k+1
p+1
i
    ! C
k+1
p
    ! (C
p
=C
p+1
)
k+1
    ! 0
x
?
?
x
?
?

p
x
?
?
0     ! C
k
p+1
    ! C
k
p
|{z}
(
i
;0)
    ! (C
p
=C
p+1
)
k
| {z }
=
P

i
    ! 0
Prenons un yle  =
P
i

i
2 (C
p
=C
p+1
)
k
ou haque 
i
est une ombinaison lineaire a
oeÆients entiers de points ritiques dans une bre F
p
i
, ave ind(p
i
) = p. Vu que
e

p
 = 0 () 
bre
 = 0 () 8 i; 
bre

i
= 0 ;
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on peut supposer par linearite  = 
i
, 'est-a-dire que les points ritiques apparaissant dans
l'expression de  appartiennent tous a une me^me bre. Alors

p
(
i
; 0) = (0; 
00

i
) =

0;
X
ind()=k+1
ind(())p+1
#M(; 
i
) hi

=
= i

X
ind()=k+1
ind(())=p+1
#M(; 
i
) hi;
X
ind()=k+1
ind(())p+2
#M(; 
i
) hi

:
Le morphisme k
1
agit en prenant la lasse de ohomologie de la derniere paire. Apres ompo-
sition ave j
1
on obtient
j
1
Æ k
1
= d
1
: E
1
 ! E
1
;
[℄
|{z}
ind()=k
ind(())=p
7 !
h
X
ind()=k+1
ind(())=p+1
#M(; ) hi
i
:
Dans la formule i-dessus, le representant  de la lasse [℄ est une ombinaison lineaire a
oeÆients entiers de points ritiques situes dans une me^me bre au-dessus d'un point d'indie
p, tandis que #M(; ) represente, pour un point  xe ave ind() = k + 1, l'extension par
linearite dans le deuxieme argument de la quantite #M(; 
i
) denie pour les points ritiques

i
d'indie k.
L'expression de d
1
prend une forme plus parlante si on introduit l'appliation

x;x

: C
q
Morse
(F
x
)  ! C
q
Morse
(F
x
) ;
hyi 7 !
X
ind(z)=q
#M

(x
 z; x
 y)hzi ;
ou x; x 2 B, ind(x) = p, ind(x) = p + 1, C
q
Morse
(F
x
), C
q
Morse
(F
x
) sont les omplexes de
Morse dans les bres F
x
, F
x
pour f
x
, f
x
respetivement,  2M(x; x) et
M

= trajetoires sur E qui se projettent sur  dans B :
La notation x
 y designe le point y de la bre F
x
omme point dans E.
Lemme 3.3.6. L'appliation 
x;x

est un morphisme de omplexes dierentiels :

x;x

Æ 
x
+ 
x
Æ 
x;x

= 0 ;
ou 
x
, 
x
representent les dierentielles de Morse dans les bres F
x
et, respetivement, F
x
.
Demonstration. Soit y
0
2 F
x
, ind
bre
(y
0
) = q   1. On a suessivement

x;x

Æ 
x
hy
0
i = 
x;x


X
ind y=q
#M
F
x
(y; y
0
)hyi

=
=
X
ind y=q
X
ind z=q
#M
F
x
(y; y
0
) #M

(x
 z; x
 y)hzi =
=
X
ind z=q
0

X
ind y=q
#M
F
x
(y; y
0
) #M

(x
 z; x
 y)
1
A
hzi
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et, de faon similaire,

x
Æ 
x;x

hy
0
i =
X
ind z=q
0

X
ind z
0
=q 1
#M
F
x
(z; z
0
) #M

(x
 z
0
; x
 y
0
)
1
A
hzi :
Il suÆt de montrer que, pour z 2 Crit
q
(F
x
) et y
0
2 Crit
q 1
(F
x
) xes, on a l'egalite


not.
=
X
ind y=q
#M
F
x
(y; y
0
) #M

(x
z; x
y)+
X
ind z
0
=q 1
#M
F
x
(z; z
0
) #M

(x
z
0
; x
y
0
) = 0 :
Notons qu'une famille a un parametre de trajetoires reliant x 
 z a x 
 y
0
se projette
neessairement sur une famille a un parametre de trajetoires reliant x a x. Mais M(x; x)
est un ensemble disret, e qui assure que toute famille a un parametre dans M(x
 z; x
 y
0
)
se projette sur un unique element de M(x; x). Cela entra^ne non seulement
(3.18)
X
2M(x;x)


=
X
ind()=p+q
#M(x
 z; ) #M(; x
 y
0
) =
X
2M(x
z;x
y
0
)
sign() = 0 ;
mais aussi


= 0 ;
vu que l'egalite (3.18) deoule de l'annulation deux par deux des termes qui ompatient des
familles a un parametre dans M(x 
 z; x 
 y
0
), qui par la remarque preedente se retrouvent
regroupes dans les dierentes sommes 

,  2M(x; x).

B x x
z
z’
y (p+1,q)
(p+1,q-1)
(p,q)
(p,q-1) y’
Fig. 3.1: Reollement de trajetoires dont la dierene des indies aux bouts est egale a 2
Nous appellerons toujours 
x;x

l'appliation induite en ohomologie. La dierentielle d
1
s'erit alors
(3.19) d
1
: x
 [u℄ 7 !
X
ind(x)=p+1
x

X
2M(x;x)

x;x

([u℄) ;
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ave ind(x) = p, u 2 C
q
(F
x
), 
bre
u = 0.
Lemme 3.3.7. L'appliation 
x;x

: C
q
(F
x
)  ! C
q
(F
x
) induit un isomorphisme en ohomologie.
Demonstration. Nous allons derire 
x;x

omme le morphisme de omplexes induit par une
ertaine \deformation" de f
x
vers f
x
. Il existe une trivialisation
	 : E
j
im

 ! R F ;
F
(t)
7 ! f tg  F
qui onide ave 	
x
, 	
x
sur im  \ U
x
et, respetivement, im  \ U
x
sous la projetion
im  ! R, (t) 7 !  t. Dans ette trivialisation, on peut interpreter H = f

Æ 	
 1
omme
une deformation de ' = f

Æ	
 1
x
vers ' = f

Æ	
 1
x
:
H = (H
t
)
t2R
: F  ! R ;
H  ' au voisinage de 1 :
En onsiderant sur ftg  F la metrique g
t
de F
( t)
induite par 	, le hamp X

s'erit sur
R F
X

=  r
g
t
H
t
+

t
et realise une deformation de r'. Les deformations de e type sont onsiderees dans [AB℄,
x2.3. Si 
s
designe le ot de  rH
t
+

t
on denit, pour y 2 Crit', la variete instable
U
y
= f(t; z) 2 R F : lim
s! 1

s
(t; z) = ( 1; y)g
et la variete stable
S
y
= f(t; z) 2 R F : lim
s!+1

s
(t; z) = (+1; y)g ;
de dimension ind(y) + 1 et, respetivement, dimF   ind(y) + 1. Les intersetions
f
M(y; z) =
U
y
\ S
z
sont transverses pour y 6= z et de dimension ind(y)  ind(z) + 1. Le groupe R agit par
translations et M(y; z) =
f
M(y; z)=R est disret pour ind(y) = ind(z). Alors on prouve [AB℄
que l'appliation
 : C
q
(F )  ! C
q
(F ) ;
hyi 7 !
X
ind(z)=q
#M(y; z)hzi
est un morphisme de omplexes dierentiels au sens du lemme 3.3.6, qui induit en ohomologie
un morphisme independant de la deformation a bouts xes. Dans notre as, la deformation
triviale H
0
t
= ', X
0

=  r'+

t
determine 
0
= Id au niveau des omplexes de ha^nes, don

0

= Id en ohomologie. Ainsi, 

= Id en ohomologie.
D'un autre o^te, en vue de sa denition,  est onjugue ave 
x;x

via les trivialisations
	
x
, 	
x
, e qui assure que 
x;x

induit un isomorphisme en ohomologie. On reupere aussi une
deuxieme preuve du fait que 
x;x

est un morphisme de omplexes dierentiels.

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La preuve du Lemme 3.3.7 fournit une desription preise du morphisme induit par 
x;x

en
ohomologie : il peut e^tre alule omme le morphisme induit en ohomologie par le transport
parallele entre F
x
et F
x
, e dernier etant determine par la onnexion triviale induite par une
trivialisation a bouts xes de E
j
im
. Le lemme i-dessous montre que ela onide ave le
transport parallele le long de  dans le systeme loal de Leray-Serre, modulo identiation de
la ohomologie de Morse ave la ohomologie singuliere.
Lemme 3.3.8. Soit  une trajetoire dans B allant de x a x. Le diagramme suivant est ommu-
tatif :
H
q
Morse
(F
x
)

x;x
 //
A
x

H
q
Morse
(F
x
)
A
x

H
q
(F
x
)

x;x
 //
H
q
(F
x
)
ou 
x;x

: H
q
(F
x
)

 ! H
q
(F
x
) est l'isomorphisme du systeme loal de Leray-Serre deni dans
l'exemple 3.2.5 et A
x(x)
sont les isomorphismes anoniques du orollaire 3.2.19 orrespondant
aux orientations des varietes instables dans F
x(x)
induites par les trivialisations 	
x(x)
.
Demonstration. Deux diagrammes ommutatifs donnent la preuve. On a d'abord
H
q
Morse
(F
x
)

x;x
 //
A
x

''NN
NN
NN
NN
NN
N
H
q
Morse
(F
x
)
A
x

wwppp
pp
pp
pp
pp
H
q
Morse
(F )
A

H
q
(F
x
)
	

x
 1
//
H
q
(F ) H
q
(F
x
)
	

x
 1
oo
ave A l'isomorphisme anonique du orollaire 3.2.19 et les ehes allant vers la partie entrale
etant induites par une trivialisation 	 de E
j
im 
qui onide ave 	
x(x)
aux voisinages de x(x),
omme dans la demonstration du lemme 3.3.7. Le triangle superieur est ommutatif toujours
par le lemme 3.3.7.
D'un autre o^te, l'isomorphisme 	

x
Æ 	

x
 1
: H
q
(F
x
)  ! H
q
(F
x
) qu'on lit sur la ligne
inferieure du diagramme preedent est egal a 
x;x

, omme on le voit par le diagramme i-
dessous, ou U represente une boule ouverte ontenant im  au-dessus de laquelle on etend la
trivialisation 	.
H
q
(F
x
)
H
q
(E
j
U
)
i

xoo i

x //
H
q
(F
x
)
H
q
(fxg  F )
OO
H
q
(U  F )
oo //


OO
H
q
(fxg  F )
OO
H
q
(F )
hhPPPPPPPPPPPP
66nnnnnnnnnnnn


OO
L'isomorphisme 	

x
Æ 	

x
 1
est lu sur la partie inferieure du diagramme, tandis que 
x;x

=
i

x
Æ i

x
 1
par denition.
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
Dans la setion 3.3.4 nous demontrons la proposition suivante :
Proposition 3.3.9. a) Il existe un unique systeme loal sur B dont les bres aux points ritiques
de f sont H
q
Morse
(F
x
), x 2 Crit(f) et dont le transport par parallelisme le long des trajetoires
est donne par les 
x;x

. On le notera H
q
Morse
(F ).
b) Le systeme d'isomorphismes
 
A
x
: H
q
Morse
(F
x
)

 ! H
q
(F
x
)

x2Crit(f)
s'etend uniquement
a un isomorphisme de systemes loaux entre H
q
Morse
(F ) et le systeme de Leray-Serre H
q
(F ).
Nous pouvons maintenant donner la
Demonstration du theoreme 3.3.1. Les proprietes preliminaires requises sur la fontion f

et
sur le hamp de veteurs X

sont laires par onstrution. Pour e qui est de a), le alul
de E
1
a deja ete fait dans (3.16) et l'identiation d
1
= Æ
Cell
est une onsequene direte
des expressions (3.10) et (3.19). La proposition 3.3.9 assure par onsequent l'identiation
E
p;q
2
' H
p
(B ; H
q
(F )).
Demontrons maintenant le point b). L'identiation entre ohomologie de Morse et oho-
mologie ellulaire et l'isomorphisme des systemes de oeÆients H
q
Morse
(F ) et H
q
(F ) entra^ne
deja l'isomorphisme de biomplexes dierentiels
(E
1
;
; d
1
) ' (
LS
E
;
1
;
LS
d
1
) :
On prouve l'isomorphisme des suites spetrales en demontrant l'isomorphisme des ouples
exats au rang r = 1. On a
LS
A
1
= 
p0
H(E; E
p 1
) ;
A
1
= 
p0
H(C
p
)
et l'isomorphisme H(C
p
) ' H(E; E
p 1
) deoule du fait que les deux membres sont isomorphes
a l'homologie ellulaire relative H
Cell
(E; E
p 1
) (voir la remarque 3.2.10 pour la denition de
ette derniere). Les ehes i
1
, j
1
et k
1
ainsi que le terme B
1
ont deja ete expliites et sont
respetivement isomorphes. On en deduit l'isomorphisme des deux suites spetrales.

3.3.4 Systemes pre-loaux
Nous etendons legerement la notion de systeme loal de la setion 3.2.2 en denissant les
systemes pre-loaux, des objets adaptes au adre de l'homologie de Morse. Notre but est de
demontrer la Proposition 3.3.9. Rappelons que P(B) designe l'espae des hemins ontinus
dans un espae topologique B.
Denition 3.3.10. Soit A un anneau et M un A-module. Un systeme pre-loal de bre M sur
l'espae topologique B est onstitue par la donnee des elements suivants.
1. un sous-ensemble C  B et une opie M
x
de M pour tout x 2 C ;
2. un sous-ensemble P  P(B) tel que
  si  2 P, alors (0); (1) 2 C ;
3. La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Morse 97
  pour tout x 2 C, le hemin x onstant egal a x appartient a P ;
   2 P si et seulement si 
 1
2 P ;
  si ;  2 P et (1) = (0) alors    2 P ;
3. une famille d'isomorphismes  =
 


:M
(0)

 !M
(1)

2P
telle que
  si  '  sont deux hemins homotopes a bouts xes, alors 

= 

;
  si ;  2 P et (1) = (0) alors 

= 

Æ 

.
Si M est un systeme pre-loal omme dans la denition 3.3.10, on appelle support de M le
ouple (C; P). On le note S(M).
Pour tout ouple S = (C; P) satisfaisant la ondition 2 de la denition 3.3.10 et pour tout
x
0
2 C on denit
L(x
0
) := f 2 P : (0) = (1) = x
0
g :
Denition 3.3.11. Le groupe fondamental de M base en x
0
2 C est l'ensemble des lasses
d'homotopie (dans B) de laets dans L(x
0
) ave la multipliation induite par l'adjontion des
hemins. On le note 
1
(M; x
0
), ou enore 
1
(S(M); x
0
) pour mettre en evidene le fait qu'il
ne depend que du support de M.
On remarque l'inlusion tautologique
(3.20) 
1
(M; x
0
)

 //

1
(B; x
0
) :
La denition de 
1
(M; x
0
) est motivee par le fait que tout systeme pre-loal M induit une
representation

M; x
0
: 
1
(M; x
0
)  ! Aut M
x
0
:
La reiproque est plus lourde a formuler que dans le as des systemes loaux a ause du
fait que la denition n'exlut pas l'existene de points dans C qui ne sont pas onnetes par un
hemin dans P. Prenons S = (C; P) satisfaisant a la ondition 2 de la denition 3.3.10. Pour
x
0
2 C on pose
C(x
0
) = fx 2 C : il existe  2 P ave (0) = x
0
; (1) = xg ;
P(x
0
) = f 2 P : (0); (1) 2 C(x
0
)g ;
S(x
0
) = (C(x
0
); P(x
0
)) :
On appelle C(x
0
) la omposante de x
0
par rapport a P. On dit que le systeme pre-loal M est
a support onnexe si S(x
0
) = S(M) pour un point x
0
2 C arbitraire. Cela est alors vrai pour
n'importe quel point x 2 C.
Le ouple S(x
0
) satisfait toujours a la ondition 2 et 
1
(S; x
0
) = 
1
(S(x
0
); x
0
). De plus,
toute representation
 : 
1
(S; x
0
)  ! Aut M
determine un unique systeme pre-loal M(x
0
) dont le support est S(x
0
) et tel que M
x
0
= M
et  = 
M; x
0
.
La proposition i-dessous montre que l'uniite peut faire defaut si l'on veut onstruire des
systemes loaux de support S ) S(x
0
).
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Denition 3.3.12. Soient M = (C; P; ) et M
0
= (C
0
; P
0
; 
0
) deux systemes pre-loaux. On dit
que M
0
est un extension de M si C  C
0
, P  P
0
et   
0
. On erit dans e as MM
0
.
Proposition 3.3.13. Soit M un systeme pre-loal sur B dont le support est onnexe. Toute
extension de M a un systeme loal sur B orrespond a une et une seule fatorisation

1
(M; x
0
)
//
 u
((QQ
QQQ
QQQ
QQQ
QQ
Aut M
x
0

1
(B; x
0
)
88
On voit en partiulier que M admet une extension unique si 
1
(M; x
0
)  ! 
1
(B; x
0
)
est un isomorphisme. Le resultat n'est evidemment plus valable si le support de M n'est pas
onnexe, vu que la representation 
1
(M; x
0
)  ! Aut M
x
0
ne determine me^me pas le systeme
pre-loal M.
Demonstration. La proposition est presque tautologique. De faon evidente, une extension a
un systeme loal sur B induit une telle fatorisation. D'un autre o^te, puisqu'un systeme loal
est uniquement determine par la representation assoiee, la fatorisation est neessairement
unique. 
Pour une bration omme dans la setion 3.3.1, la donnee des trajetoires de gradient sur
la base et des morphismes de transport parallele 
x;x

determine un systeme pre-loal
(3.21) H
q
Morse
(F ) =
 
C; P; 
q

dont la bre est H
q
Morse
(F ), appele systeme pre-loal de Morse-Smale ohomologique. On pose
C = Crit(f); P = h trajetoires de gradient negatif d'indie 1i
Crit(f)
ou, pour R  P(B) et C  B, la notation hRi
C
designe la partie minimale de P(B) qui
ontient P et qui satisfait a la ondition 2 de la denition 3.3.10. Dans le as i-dessus, P est
onstitue de ha^nes de trajetoires d'indie 1. On denit la famille d'isomorphismes

q
=
 


: H
q
Morse
(F
(0)
)

 ! H
q
Morse
(F
(1)
)

2P
sur les generateurs de P omme


= 
x;x

; si  trajetoire d'indie 1 de x a x :
On pose 

 1 = 
 1

et on etend la denition a toute juxtaposition de trajetoires ou de leurs
inverses par omposition des morphismes orrespondants.
On denit aussi le systeme pre-loal
G
q
Morse
(F ) =
 
C
0
;P
0
;
q
j

en posant C
0
= fx 2 Crit(f) : ind(x) = 0 ou ind(x) = 1g et P
0
= h trajetoires de gradient
negatif d'indie 1i
C
0
, alors que 
q
j designe la restrition de 
q
. Comme nous le verrons plus
bas, le systeme G
q
Morse
(F ) porte toute l'information interessante pour e qui est des extensions
de H
q
Morse
(F ).
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Lemme 3.3.14. a) Pour tout entier q  0, les triplets H
q
Morse
(F ) et G
q
Morse
(F ) denissent deux
systemes pre-loaux de bre H
q
Morse
(F ), tels que H
q
Morse
(F ) est une extension de G
q
Morse
(F ) au
sens de la denition 3.3.12. Si la base B est onnexe, alors G
q
Morse
(F ) est a support onnexe.
b) Soit x
0
2 Crit (f), ind(x
0
) = 0. Les inlusions

1
(G
q
Morse
(F ); x
0
)  ! 
1
(H
q
Morse
(F ); x
0
)  ! 
1
(B; x
0
)
sont des isomorphismes.
Demonstration. a) Pour montrer que H
q
Morse
(F ) est un systeme pre-loal il suÆt de verier la
ondition 3 de la denition. La deuxieme sous-ondition est realisee par onstrution des 

,
tandis que la premiere deoule du fait que les 
x;x

sont onjugues aux morphismes de transport
parallele 
x;x

du systeme de Leray-Serre. Comme es derniers sont invariants par homotopie, il
en est de me^me pour les 

. Le me^me argument prouve que G
q
Morse
(F ) est un systeme pre-loal.
Le fait que H
q
Morse
(F ) est une extension de G
q
Morse
(F ) est lair par denition.
Pour montrer que le support de G
q
Morse
(F ) est onnexe on utilise le fait que les varietes
instables de  rf determinent une struture de CW-omplexe sur B. Soit B
k
le k-squelette de
B, a savoir
B
k
=
[
ind(x)k
W
u
(x) :
La base B est onnexe si et seulement si le 1-squelette B
1
est onnexe. Or ela equivaut, par
denition, a la onnexite du support de G
q
Morse
(F ).
b) Cei est une onsequene du fait que, pour un CW-omplexe, le 1-squelette represente
le groupe fondamental. On prouve i-dessous que la ehe omposee 
1
(G
q
Morse
(F ); x
0
))  !

1
(B; x
0
) est un isomorphisme. De e fait la ehe 
1
(H
q
Morse
(F ); x
0
))  ! 
1
(B; x
0
) est sur-
jetive. Comme 'est de toutes faons une injetion, on deduit que 'est un isomorphisme, de
me^me que 
1
(G
q
Morse
(F ); x
0
))  ! 
1
(H
q
Morse
(F ); x
0
)).
Les groupes 
1
(G
q
Morse
(F ); x
0
) et 
1
(B; x
0
) dependent uniquement de la omposante on-
nexe de x
0
dans B. On peut don supposer d'emblee que B est onnexe. Un resultat lassique
(voir par exemple [BT℄, p. 147) assure que la ehe 
1
(B
2
; x
0
)  ! 
1
(B; x
0
) induite par
l'inlusion B
2
,! B est un isomorphisme, tandis que 
1
(B
1
; x
0
)  ! 
1
(B
2
; x
0
) est surjetive.
Vu que B
1
a le me^me type d'homotopie qu'un bouquet de erles on deduit que 
1
(B
1
; x
0
)
est le groupe libre engendre par un ertain nombre de laets ayant x
0
omme point base et
realisables par des ha^nes de trajetoires (ou leurs inverses) reliant des points d'indie 1 a des
points d'indie 0. L'appliation 
1
(B
1
; x
0
)  ! 
1
(B
2
; x
0
) fatorise alors par 
1
(G
q
Morse
(F ); x
0
)
et don 
1
(G
q
Morse
(F ); x
0
)  ! 
1
(B
2
; x
0
) est surjetive. L'injetivite est toujours vraie (3.20)
et la proposition est demontree.

On est maintenant en mesure de donner la
Demonstration de la proposition 3.3.9:
a) Le support de G
q
Morse
(F ) est onnexe et l'isomorphisme 
1
(G
q
Morse
(F ); x
0
)

 ! 
1
(B; x
0
)
assure que G
q
Morse
(F ) s'etend de maniere unique a un systeme loal sur B. De e fait, H
q
Morse
(F )
s'etend aussi de maniere unique a un systeme loal sur B. Il orrespond a la representation 
x
0
:

1
(B; x
0
)  ! Aut H
q
Morse
(F
x
0
) induite par l'isomorphisme 
1
(H
q
Morse
(F ); x
0
)

 ! 
1
(B; x
0
).
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b) Montrer l'isomorphisme ave le systeme de Leray-Serre revient a demontrer un iso-
morphisme de representations. Soit A : H
q
Morse
(F
x
0
)

 ! H
q
(F
x
0
) l'isomorphisme anonique
determine par le hoix d'orientations des varietes instables dans F
x
0
et posons

A
: Aut H
q
(F
x
0
)

 ! Aut H
q
Morse
(F
x
0
) ;

A
(g)(x) = g(Ax) :
Alors on a tout de suite le diagramme ommutatif

1
(H
q
Morse
(F ); x
0
)
//
))RR
RRR
RRR
RRR
RR
Aut H
q
Morse
(F
x
0
)
Aut H
q
(F
x
0
)


A
66lllllllllllll
qui induit

1
(B; x
0
)

x
0 //

an
''OO
OO
OO
OO
OO
OO
Aut H
q
Morse
(F
x
0
)
Aut H
q
(F
x
0
)


A
66lllllllllllll

3.3.5 Transversalite
Le but de ette setion est de fournir une demonstration de la Proposition 3.3.4. La demarhe
est similaire a elle de Pozniak [Po℄ ou Salamon [S2℄ qui prouvent, dans une variete fermee,
la generiite des metriques pour lesquelles le ot de gradient d'une fontion de Morse donnee
verie la ondition de transversalite de Morse-Smale.
Nous rappelons les notations de la setion 3.3.2. On se donne des fontions de Morse f :
B  ! R et ' : F  ! R dont les hamps de gradient sont de Morse-Smale par rapport a
des metriques g et h respetivement. On xe des trivialisations 	
i
: E
j
U
i
 ! U
i
 F autour
des points ritiques de f telles que les U
i
soient deux a deux disjoints. On note X

=  r
e
f  

P
i
e
i
rf
i
, ave 
i
: U
i
 ! [0; 1℄ des fontions de tronature et f
i
= 'Æpr
2
Æ	
i
: 
 1
(U
i
)  ! R.
On xe une metrique 
0
sur E telle que 
0
j
H

0
= 

g, 	
i
H

0
est la distribution horizontale
ker pr
2
sur U
i
 F et 
0
j
V
= 	

i
h sur 
 1
(U
i
). On pose
R
0
=
n
 metrique sur E : 
j
H

= 

g;  = 
0
sur
[

 1
(U
i
);  = 
0
sur V
o
:
Il s'agit de montrer qu'il existe un sous-ensemble residuel de metriques de R
0
par rapport
auxquelles X

est de Morse-Smale.
On pose N =

 
S

 1
(U
i
)

et
e
N = 
 1
(N). On note H
0
= H

0
. Les metriques de R
0
s'obtiennent en variant la distribution horizontale dans
e
N . Comme tout espae horizontal est
le graphe d'une unique appliation lineaire de H
0
dans V on onsidere
C
1

(Hom(H
0
; V ))  C
1
(Hom(H
0
; V )) ;
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deni omme l'espae de toutes les setions L 2 C
1
(Hom(H
0
; V )) telles que
k L k

=
1
X
k=0

k
k L k
C
k
(E)
< +1 ;
les normes etant onsiderees par rapport a la metrique xee 
0
. Pour une suite (
k
) qui dero^t
suÆsamment vite vers zero, l'espae C
1

(Hom(H
0
; V )) est un espae de Banah separable et
dense dans L
2
(Hom(H
0
; V )) (f. Floer [F2℄). Posons
L
()
(
e
N) =
n
L 2 C
1
()
(Hom(H
0
; V )) : L
j

e
N
= 0
o
:
On voit tout de suite que R
0
est en bijetion ave L(
e
N): une metrique  2 R
0
est uniquement
determinee par sa distribution horizontale dans
e
N , qui orrespond de faon unique au graphe
d'un element L 2 L(
e
N). On appellera 
L
la metrique orrespondant a L.
Le theoreme i-dessous fournit le lien entre analyse et geometrie des espaes de trajetoires,
en exprimant la transversalite des varietes stables et instables en termes d'operateurs de Fred-
holm. Pour une ourbe  dans E, on note W
1;2
() et L
2
() les espaes de setions W
1;2
et L
2
de 

TE muni de la metrique 
0
.
Theoreme 3.3.15 ([S2℄). Soient x
 
et x
+
des points ritiques de f

,  une metrique sur E
et  : R  ! E une trajetoire telle que _  X

() = 0, lim
t!1
(t) = x

. Alors l'operateur
D


:W
1;2
()  ! L
2
() ;
 7 ! r

_
  r


X

est Fredholm et ind(D


) = ind(x
 
)   ind(x
+
). De plus, D


est surjetif si et seulement si
W
u
(x
 
) tW
s
(x
+
) le long de .
Le theoreme suivant sera alors suÆsant pour obtenir la transversalite de Morse-Smale pour un
ensemble residuel de metriques dans R
0
.
Theoreme 3.3.16. Soient x
 
; x
+
2 Crit(f

) appartenant a des bres distintes. L'ensemble des
L 2 L

(
e
N ) tels que D

L

est surjetif pour toute trajetoire de x
 
a x
+
est residuel dans L

(
e
N ).
Demonstration du theoreme 3.3.16. Il est ommode de regarder une metrique  2 C
1
(Sym
2
T

E)
omme un element de C
1
(Iso(TE; T

E)). On a
X

0

=  
 1
0
d
e
f   
X
e
i

 1
0
df
i
et, si L est un element de L(
e
N), alors
X

L

=  
 1
0
d
e
f  L
 1
0
d
e
f   
X
e
i

 1
0
df
i
:
On denit
Z =

(; L) 2 P  L

(
e
N ) : F(; L) = 0
	
;
F(; L) = _ + 
 1
0
d
e
f  L
 1
0
d
e
f + 
X
e
i

 1
0
df
i
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ave P l'espae des ourbes R  ! E reliant x
 
a x
+
muni de la topologie W
1;2
.
On prouve en premier lieu que Z est une sous-variete de Banah dans P L

(
e
N). Le alul
fondamental est elui de
dF
(; L
0
)
: W
1;2
() L

(
e
N )  ! L
2
() :
On a suessivement
dF
(; L
0
)
(; L) =
d
ds



s=0

d
dt
exp
(t)
s(t) +
 

 1
0
d
e
f  (L
0
+ sL)
 1
0
d
e
f + 
X
e
i

 1
0
df
i



exp
(t)
s(t)

= r

L
0
_
  r

L
0

X

+ L
 1
0
d
e
f
= D

L
0

 + Lr

0
e
f :
On note D
2
F : L

(
e
N)  ! L
2
() l'operateur L 7 ! Lr

0
e
f , de sorte qu'on peut erire
dF
(; L
0
)
(; L) = D

L
0

() +D
2
F(L) :
Par le theoreme des fontions impliites, on aura prouve que Z est une sous-variete de
Banah si l'on montre que dF est surjetive et a noyau supplemente le long de Z. On sous-
entendra i-apres le fait que dF est onsideree en un point (; L
0
) 2 Z xe.
a) le noyau de dF est supplemente. L'operateur D

L
0

est de Fredholm et son noyau admet
un supplementaire ferme V
1
puisqu'il est de dimension nie :
W
1;2
() = ker D

L
0

 V
1
:
On verie sans peine ker dF \ V
1
= f0g don dF
 1
(imD

L
0

) = ker dF  V
1
. Cei implique
d'ailleurs
odim (ker dF  V
1
) = odim (imD

L
0

) < +1
et don l'existene d'un supplementaire W
1
de dimension nie - don ferme - pour ker dF V
1
.
Alors ker dF admet omme supplementaire ferme V
1
W
1
.
b) dF est surjetif. Puisque im dF  imD

L
0

et ette derniere est fermee et de odimension
nie, on deduit que imdF est fermee. Il suÆt de montrer que son orthogonal dans L
2
() est
nul. Soit don  2 L
2
() tel que hdF(; L); i = 0 pour tous  2 W
1;2
(), L 2 L

(
e
N). Cei
equivaut a
8
>
<
>
:
hD

L
0

; i = 0; 8  2W
1;2
()
hLr

0
e
f; i = 0; 8 L 2 L

(
e
N )
La premiere identite entra^ne jhr; ij = jhr

X

; ij  C k  k
L
2
 k  k
L
2
. Un ar-
gument standard de theorie des distributions montre que  2 W
1;2
() et D


 = 0, ave
D


: W
1;2
()  ! L
2
() l'adjoint formel de D

, donne par
D


 =  r
_
  r

X

  



 
X
i
de
i
^ df
i


[
:
Le hamp  verie don l'equation dierentielle ordinaire D


 = 0 le long de . Par uniite des
solutions, il suÆt de montrer 
j
 \
e
N
= 0 pour onlure que  = 0. Supposons par l'absurde qu'il
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existe t
0
tel que (t
0
) 6= 0 et (t
0
) 2
e
N . Nous allons montrer que (t
0
) =2 H. La partie vertiale
de (t
0
) etant non nulle, on peut alors trouver L a support dans
e
N qui verie hLr
0
e
f; i 6= 0,
e qui fournit la ontradition desiree. Il est a remarquer qu'un tel L n'existerait pas si  2 H.
Supposons alors par l'absurde que  2 H le long de  \
e
N . Nous allons montrer que
tout hamp de veteurs horizontal le long de  \
e
N peut e^tre obtenu omme restrition d'un
hamp de imdF . Cei reste en partiulier vrai pour  tronque a  \
e
N et on aura obtenu une
ontradition ave  2 (im dF)
?
.
Nous utilisons l'hypothese de transversalite sur rf . Pour un hamp de veteurs  sur B on
denote par
e
 son releve horizontal par rapport a la distribution H
L
0
. Dans
e
N on a
D

L
0

e
 = r

L
0
_
e
 +r

L
0
e

r

L
0
e
f = r

L
0
_
e
 +r

L
0
e

f
rf
=  r
f
rf
e
 +r
e

f
rf = [
e
;
f
rf ℄ :
Or 

[
e
;
f
rf ℄ = [

e
; 

f
rf ℄ = [; rf ℄ = D
g
()
. La ondition de transversalite sur rf assure
que D
g
()
est surjetif et don la omposante horizontale de D

L
0

peut e^tre quelonque. La
omposante vertiale peut e^tre annulee par un hoix adapte de L et on deduit que imdF
ontient au-dessus de
e
N tous les hamps horizontaux. Cei aheve la preuve du fait que dF est
surjetif.
On onsidere maintenant la projetion
 : Z  ! L

(
e
N) ;
(; L) 7 ! L
et on prouve que
d : T
(; L
0
)
Z = ker dF(; L
0
)  ! L

(
e
N)
est Fredholm ave oker d ' okerD

. En eet, on a ker d = ker D

, imd = D
2
F
 1
(imD

)
et, omme dF est surjetive,
okerD

'
L
2
()
imD

'
W
1;2
() L

(
e
N )
dF
 1
(imD

)
=
W
1;2
() L

(
e
N )
W
1;2
()D
2
F
 1
(imD

)
'
L

(
e
N)
imd
' oker d :
On deduit que L est une valeur reguliere pour  si et seulement si D

L

est surjetif pour toute
 telle que F(; L) = 0. Le theoreme de Sard-Smale [Sm3℄ assure que l'ensemble des valeurs
regulieres d'une appliation de Fredholm est residuel et ei aheve la preuve du theoreme
3.3.16.

Nous pouvons maintenant donner la
Demonstration de la proposition 3.3.4. En appliquant le theoreme 3.3.16 pour tous les ouples
possibles x
 
; x
+
2 Crit(f

) on trouve un ensemble residuel dans L

(
e
N) tel que W
u
(x
 
) t
W
s
(x
+
) des que x
 
et x
+
appartiennent a des bres dierentes. La forme de X

est presrite
au voisinage des bres ritiques et la ondition de transversalite est evidemment veriee si
x
 
et x
+
appartiennent a la me^me bre. Par onsequent, la ondition de transversalite de
Morse-Smale est veriee le long de toute trajetoire.
On a don un ensemble dense dans L

(
e
N) qui, a son tour, est dense dans L(
e
N) pour la
topologie L
2
. Comme la onvergene en norme C
1

entra^ne la onvergene L
2
, on deduit que
l'ensemble residuel trouve est dense dans R
0
pour la topologie L
2
.

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3.4 Varietes a bord
La suite spetrale de Leray-Serre peut e^tre onstruite pour une bration a bord ave quelques
modiations mineures. Le point entral est le
Theoreme 3.4.1. Soient f : E  ! R une fontion de Morse sur une variete E ompate ave
bord, X un hamp de pseudo-gradient negatif par rapport a f et M un systeme loal sur E.
On suppose que X est standard au voisinage des points ritiques et verie la ondition de
transversalite de Morse-Smale. Si X pointe vers l'interieur le long de E alors
H
p
(C

Morse
(E; X; M)) ' H
p
(E; M); p  0 :
Si X pointe vers l'exterieur le long de E et E est une variete orientable alors
H
p
(C

Morse
(E; X; M)) ' H
p
(E; E; M); p  0 :
Les isomorphismes ne dependent que du hoix d'orientations pour les varietes instables de X,
ainsi que du hoix d'une orientation pour E dans le seond as.
Remarque. La fontion f intervient uniquement pour donner la graduation sur le omplexe de
Morse. Comme indique par la notation C

Morse
(E; X; M) la dierentielle ne depend par ailleurs
que du hamp X.
Demonstration. Traitons d'abord le as ou X pointe vers l'interieur le long de E. La remarque
ruiale a faire est que les varietes instables ne renontrent pas le bord E. Or le hamp X
est standard au voisinage des points ritiques et verie la ondition de transversalite de Morse-
Smale, e qui assure que les varietes instables determinent un CW-omplexe K a l'interieur de
E. La demonstration du 3.2.19 s'applique a K pour montrer que la (o)homologie du omplexe
de Morse est isomorphe a la (o)homologie de K. Il suÆt maintenant d'observer que le CW-
omplexe K est retrate par deformation de E le long des lignes de ot qui renontrent E.
Cela assure H

(E) ' H

(K) et la premiere aÆrmation du theoreme est demontree.
Supposons maintenant que X pointe vers l'exterieur le long du bord. Le hamp de veteurs
X
1
=  X pointe vers l'interieur et est un pseudo-gradient negatif veriant les hypotheses du
theoreme pour la fontion f
1
=  f . Le omplexe de Morse pour X est dual au omplexe de
Morse de X
1
qui, lui, alule la (o)homologie de E. On obtient ainsi
H
p
(C

Morse
(E; X; M)) ' H
m p
(C
Morse

(E; X
1
; M)) ' H
m p
(E; M); m = dim E :
La dualite de Poinare fournit H
m p
(E; M) ' H
p
(E; E; M) et aheve la preuve. 
Remarque. Si la variete E n'est pas orientable et le hamp X pointe vers l'exterieur le long de
E, la onlusion du theoreme s'erit
(3.22) H
p
(C

Morse
(E; X ; M)) ' H
p
(E; E ; M
 o
A
); p  0 :
Ii M est un systeme loal de A-modules et la notation o
A
designe le systeme loal des ori-
entations de bre A i.e. le systeme loal orrespondant a la representation 
1
(E; x
0
)  !
Aut(A), x
0
2 E donnee par  7 !  Id selon que  preserve ou, respetivement, renverse
l'orientation. L'isomorphisme (3.22) est une onsequene de la dualite de Poinare pour varietes
non-orientables H
m p
(E ; M) ' H
p
(E; E ; M
 o
A
), m = dimE (f. [St℄).
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Ce resultat assure, pour des brations a bord, la validite d'un theoreme analogue au
theoreme 3.3.1 qui derit la suite spetrale de Leray-Serre en termes de ohomologie de Morse.
On devra juste modier X

de faon a le rendre, le long du bord, interieur ou exterieur selon
qu'on voudra aluler la ohomologie de l'espae total ou bien la ohomologie relative au bord.
Voii des hoix de perturbations de X

le long du bord selon que la base et la bre ont un bord
non vide ou pas.
a. B 6= ;, F = ;. On prend f telle que  rf soit rentrant le long du bord B. Il en
sera de me^me pour X

le long de E = Ej
B
. Le omplexe assoie a X

est muni d'une
ltration naturelle par l'indie des points ritiques sur la base et la suite spetrale assoiee
est isomorphe a la suite spetrale de Leray-Serre lassique et verie
E
p;q
2
' H
p
Morse
(B ; H
q
Morse
(F )); E
p;q
r
=) H
p+q
Morse
(E) :
Si l'on avait onsidere une fontion f telle que  rf pointe vers l'exterieur le long de B
on aurait obtenu une suite spetrale veriant
E
p;q
2
' H
p
(B; B; H
q
Morse
(F )); E
p;q
r
=) H
p+q
Morse
(E; E) :
b. B = ;, F 6= ;. Je presente une faon de rendre X

sortant, de faon a aluler
l'homologie relative de l'espae total. Choisissons ' (f. 3.3.1) telle que  r' soit sor-
tant le long de F . Alors X

est sortant le long de tout E \ 
 1
(U
i
) et enore faut-il le
modier sur le reste du bord. On hoisit a et eet une fontion  : V
 
(E)

 !℄  Æ; 0℄
ave Æ > 0 tres petit et V
 
E

un voisinage tubulaire de E qui ne ontient pas de points
ritiques de f

, telle que 
 1
(0) = E soit un niveau regulier. Soit  :℄   Æ; 0℄  ! [0; 1℄
une fontion de tronature qui verie  j
℄ Æ; 3Æ=4℄
 0,  j
[ Æ=2; 0℄
 1. Alors
X
0

= X

+ ( Æ )  r
est la perturbation reherhee de X

. C'est un hamp de pseudo-gradient negatif pour f

lorsque jrj est suÆsamment petit, il est interieur le long du bord, il onide ave X

au voisinage des varietes instables et il verie la ondition de transversalite de Morse-
Smale si X

la verie. Pour utilisation ulterieure, enonons ave preision l'analogue du
theoreme 3.3.1 pour l'homologie relative au bord.
Theoreme 3.4.2 (Suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Morse pour brations a
bord). Soit F ,! E

 ! B une bration loalement triviale lisse ave B fermee et F
ompate ave bord non vide. On suppose que F et E sont orientables. Soit f : B  ! R
une fontion de Morse. Pour tout  > 0 il existe une fontion de Morse f

: E  ! R
telle que k f

 
e
f k
C
1
  et un hamp X

qui est un pseudo-gradient negatif par rapport
a f

et qui pointe vers l'exterieur le long de E, tels que fX

= 0g = Crit(f

) et
(Crit(f

)) = Crit(f) :
De plus :
a) Il existe une suite spetrale (E
;
r
)
r1
qui onverge vers
H

Morse
(E; X

; Z) ' H

(E; E ; Z)
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et qui verie
E
p;q
1
= C
p
Morse
(B; H
q
Morse
(F; F )); d
1
= Æ
Morse
;
E
p;q
2
= H
p
Morse
(B; H
q
Morse
(F; F )) :
La notation H
q
Morse
(F; F ) designe un systeme loal de oeÆients isomorphe au systeme
loal de Leray-Serre 3.2.5 de bre H
q
(F; F ). Cette suite spetrale, ainsi que le systeme
de oeÆients H
q
Morse
(F; F ), sont onstruits exlusivement en termes de ohomologie de
Morse.
b) La suite spetrale (E
;
r
)
r2
est isomorphe a la suite spetrale de Leray-Serre
 
LS
E
;
r

r2
du 3.2.9 par un isomorphisme qui depend uniquement du hoix d'orientations pour les
varietes instables de X

, ainsi que du hoix d'orientations sur F et E.
On pourra remarquer le fait que, en faisant la me^me onstrution ave X

dirige vers
l'interieur le long de E, on aurait obtenu l'enone 3.3.1.
. B 6= ;, F 6= ;. Ave et exemple on sort du adre lisse, mais on peut donner une
desription de la suite spetrale de Leray-Serre en termes d'homologie de Morse pour tout
lissage de E suÆsamment petit en norme C
1
. Il suÆra de ombiner les deux onstrutions
preedentes. Les details ne presentent pas d'intere^t pour la suite et nous les omettons.
3.5 Exemples
3.5.1 Formule de Kunneth
Pour une bration triviale E = B  F a base et bre ompates (sans bord) la formule de
Kunneth reoit une interpretation faile en ohomologie de Morse. Etant donnees deux fontions
de Morse f : B  ! R et ' : F  ! R leur somme f+' est une fontion de Morse sur E dont les
points ritiques sont exatement les ouples (x; y), x 2 Crit(f), y 2 Crit('). Pour des metriques
g
B
et g
F
qui rendent rf et, respetivement, r' de Morse-Smale, le hamp  rf  r' est de
type Morse-Smale et globalement deni sur B  F . On obtient
C

Morse
(B  F;  rf  r') = C

Morse
(B;  rf)
 C

Morse
(F;  r')
et on en tire diretement la suite exate de Kunneth
0
//

p+q=n
H
p
Morse
(B) 

Z
H
q
Morse
(F )
//
H
n
Morse
(B  F )
//

p+q=n 1
Tor
Z
1
(H
p
Morse
(B); H
q
Morse
(F ))
//
0
La suite exate de Kunneth peut e^tre obtenue sous la forme plus faible
(3.23) E
p; q
1
= H
p
Morse
(B; H
q
Morse
(F )) ;

p+q=n
E
p; q
1
= gr(H
n
Morse
(B  F ))
en remarquant que la suite spetrale de Leray-Serre degenere au rang r = 2. La suite spetrale
peut e^tre onsideree tant sous la forme que nous avons derite dans la setion 3.3 que pour la
fontion de Morse f +' derite i-dessus. Dans les deux as on utilisera sur BF la metrique
produit et on aura
dim
f
M((x; y); (x
0
; y
0
))  dim
f
M(x; x
0
)
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pour tous points ritiques x; x
0
2 Crit(f), y; y
0
2 Crit('). Cette propriete assure diretement
la degeneresene au rang r = 2. La bration etant triviale tous les systemes de oeÆients
H
q
(F ) le sont et ela montre (3.23).
3.5.2 Suite exate de Gysin et lasse d'Euler d'un bre en spheres
La suite spetrale de Leray-Serre pour une bration orientable (E; ; B) de bre F = S
k 1
,
k  2 est equivalente a la suite exate de Gysin [BT, MC℄
: : :
//
H
p
(B)
[ e //
H
p+k
(B)


//
H
p+k
(E)
//
H
p+1
(B)
//
: : :
;
ave e 2 H
k
(B) la lasse d'Euler de E. L'orientabilite signie ii que le systeme loal H
k 1
(F )
est trivial et ela entra^ne la trivialite de tous les systemes loaux H
q
(F ), q  0.
En eet, la suite spetrale verie E
p; q
2
= H
p
(B)
H
q
(S
k 1
) et don E
p; q
2
= 0 si q 6= 0; k 1.
La seule dierentielle qui peut e^tre non nulle est d
k
et fournit la suite exate
(3.24)
0
//
E
p; k 1
k+1
//
E
p; k 1
k
d
k //
E
p+k;0
k
//
E
p+k;0
k+1
//
0
;
ave
E
p; q
2
' E
p; q
3
' : : : ' E
p; q
k
; E
p; q
k+1
' : : : ' E
p; q
1
:
Comme E
p; q
1
= 0 si q 6= 0; k   1 on deduit que la ltration sur H
p+k
(E) est de la forme
H
p+k
(E) = F
0
H
p+k
(E) = : : : = F
p+1
H
p+k
(E)  F
p+2
H
p+k
(E) = : : : = F
p+k
H
p+k
(E) = E
p+k;0
1
;
e qui fournit la suite exate
(3.25)
0
//
E
p+k; 0
k+1
//
H
p+k
(E)
//
E
p; k 1
k+1
//
0
:
Les suites exates (3.24) et (3.25) peuvent e^tre reollees en faisant appara^tre la suite exate
longue de Gysin
: : :
//
H
p+k 1
(E)
//
E
p; k 1
k
d
k //
E
p+k; 0
k
//
H
p+k
(E)
//
H
p+1
(B)
//
: : :
: : :
//
H
p+k 1
(E)
''OO
OOO
//
H
p
(B)
//
H
p+k
(B)
//
&&MM
MMM
H
p+k
(E)
//
&&MM
MMM
H
p+1
(B)
//
: : :
E
p; k 1
k+1
99rrrrr
&&MM
MM
MM
E
p+k;0
k+1
88qqqqq
''OO
OO
O
E
p; k 1
k+1
88qqqqq
''NN
NN
NN
0
66nnnnnnn
0 0
77oooooo
0 0
77ooooo
0
On obtient don une desription de la suite exate de Gysin en homologie de Morse. Le up-
produit ave e est donne par la dierentielle d
k
: E
p; k 1
k
! E
p+k;0
k
et elle-i est induite par la
trae sur C
p+k;0
de la dierentielle de Morse sur E
d : C
p; k 1
 ! C
p; k
 C
p+1; k 1
 : : :  C
p+k;0
:
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Si l'on hoisit f ayant un seul point ritique x
0
d'indie 0 et ' ave exatement deux points
ritiques y
0
et y
k 1
d'indies 0 et respetivement k   1, la lasse d'Euler e est donnee par
(3.26) e =
h
X
ind(x)=k
X
2M(x; x
0
)
#M

 
(x; y
0
); (x
0
; y
k 1
)

hxi
i
:
Furuta [Ft℄ donne une desription direte de la suite exate de Gysin pour un bre en
spheres provenant d'un bre vetoriel. Apres avoir hoisi la fontion de Morse-Smale f sur
la base, l'ingredient essentiel de sa onstrution est l'existene d'une setion generique s dont
le lieu d'annulation - qui est une sous-variete de odimension k dans B - n'intersete pas les
f
M(x; x
0
), ind(x) ind(x
0
) < k et intersete transversalement les
f
M(x; x
0
), ind(x) ind(x
0
) = k.
Le produit salaire ave s denit une fontion  qui, dans haque bre en dehors de s
 1
(0), est
une fontion de Morse-Smale ave exatement deux points ritiques. Si x
0
est l'unique point
ritique d'indie 0 de f , la lasse e est denie dans [Ft℄ omme
e =
h
X
ind(x)=k
#(
f
M(x; x
0
) \ s
 1
(0))hxi
i
:
Cei orrespond exatement a notre denition (3.26) si l'on onsidere sur E le hamp de pseudo-
gradient  r
e
f  r
vert
 pour
e
f +  . En eet, l'intersetion ave s
 1
(0) hoisit dans
f
M(x; x
0
)
exatement les trajetoires qui ont un releve dans
f
M
 
(x; y
0
); (x
0
; y
k 1
)

. Le hamp de pseudo-
gradient i-dessus peut e^tre deforme dans un hamp omme eux que nous utilisons dans notre
onstrution et la denition (3.26) pour la lasse d'Euler onide ave elle de Furuta [Ft℄.
3.5.3 Fontions de Morse-Bott et brations
Comme promis dans l'introdution du hapitre, nous sommes maintenant en mesure de disuter
le omportement des fontions de type Morse-Bott sur une variete ompate et d'expliquer leurs
partiularites dans le as des brations.
Soit E une variete fermee et f : E  ! R une fontion de Morse-Bott. Cela signie que
l'ensemble des points ritiques Crit(f) est onstitue de sous-varietes ompates de E et que
la hessienne de f est non degeneree le long du bre normal a haque sous-variete ritique.
L'indie de la hessienne restreinte au bre normal est appele indie de Morse de la sous-variete
ritique. Ce type de fontion a ete onsidere pour la premiere fois par Bott [Bo℄ pour generaliser
les inegalites de Morse. Par exemple, si E est l'espae total d'une bration lisse de base B et
projetion  : E  ! B, la relevee 

f de toute fontion de Morse f : B  ! R est une
fontion de Morse-Bott sur E, ayant omme varietes ritiques les bres au-dessus des points
ritiques de f .
Dans le as general, designons par N
i
, 1  i  s les varietes ritiques de f , d'indie de Morse
n
i
respetivement. On peut perturber f dans un voisinage tubulaire de haque N
i
, d'apres le
modele des brations (setion 3.3), par une fontion de Morse g
i
: N
i
 ! R. Soient 
i
, 1  i  s
des fontions de tronature a support loalise au voisinage des N
i
. Alors f

= f + 
P
i

i
g
i
est une fontion de Morse sur E pour  suÆsamment petit. Les points ritiques de f

sont les
points ritiques des g
i
sur N
i
et on les note par x
j
i
, 1  i  s, 1  j  N
i
. On aura
ind
f

(x
j
i
) = ind
g
i
(x
j
i
) + n
i
:
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Pour un hoix generique de la metrique sur E, la ondition de transversalite de Morse-Smale
est veriee et on pourra onsiderer le omplexe de Morse
C
k
(f

) =
M
ind
f

(x
j
i
)=k
Zhx
j
i
i ;
muni de la ltration naturelle
F
p
C
k
(f

) =
M
ind
f

(x
j
i
) = k
n
i
 p
Zhx
j
i
i :
Pour un hoix generique de metrique sur E on peut assurer qu'il n'y a pas de trajetoire de
gradient negatif de f reliant N
i
a N
j
pour n
i
 n
j
, i 6= j (f. [AB℄) et ela assure que, pour le
hamp de pseudo-gradient
X

=  rf   
i
rg
i
;
la dierentielle de Morse preserve la ltration. Cela fournit de faon automatique une suite
spetrale
E
p;q
r
=) H
p+q
(E) :
De la faon habituelle, en posant C
p
=
L
k
F
p
C
k
on obtient C
p
=C
p+1
=
L
n
i
=p
Zhx
j
i
i et
E
1
= H(
M
p
C
p
=C
p+1
)
=
M
p0
M
N
i
: n
i
=p
H

(N
i
) :
Il faut remarquer le fait que, par denition, le terme H

(N
i
) est ompte en degre  + n
i
. On
trouve nalement
E
p;q+p
1
= H
p+q
(C
p
=C
p+1
) =
M
ind(N
i
)=p
H
p+q
(N
i
) :
Nous avons don prouve la
Proposition 3.5.1. Sous les hypotheses i-dessus, il existe une suite spetrale (E
;
r
)
r1
qui on-
verge vers H

(E), telle que
E
p;q
1
=
M
ind(N
i
)=p
H
p+q
(N
i
) :
Voii maintenant deux as partiuliers de e resultat qui le relient au reste du hapitre.
a. Si f : E  ! R est une fontion de Morse qui verie la ondition de transversalite
de Morse-Smale, alors on a E
p;0
1
=
L
ind(x
i
)=p
Zhx
i
i et d
1
= Æ
Morse
. La suite spetrale
degenere au deuxieme rang et E
p;0
2
= H
p
(M).
b. Si E est l'espae total d'une bration F ,! E

 ! B et f = 

f
1
, ave f
1
: B  ! R une
fontion de Morse, la disussion de la setion 3.3 montre que E
p;q
1
= C
p
(B; H
q
Morse
(F )),
E
p;q
2
= H
p
(B ; H
q
Morse
(F )) et la suite spetrale obtenue est isomorphe a la suite spetrale
de Leray-Serre.
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3.6 Appendie: Indie de Conley et homologie de Morse
Nous donnons dans et appendie une breve introdution a la theorie de l'indie de Conley et
nous reprenons une preuve alternative de l'isomorphisme entre ohomologie de Morse et oho-
mologie singuliere d'apres D. Salamon, en utilisant la notion de ltration par paires indiielles
[S2℄. Nous demontrons en partiulier l'independane de l'isomorphisme par rapport au hoix
de la ltration, un resultat previsible mais dont la preuve semble ne pas appara^tre dans la
litterature.
3.6.1 Indie de Conley
Soit F une variete ompate munie d'un hamp de veteurs X. Le ot de X sera note 
t
et
on erira souvent x  t pour designer le point 
t
(x). Pour x 2 F , (x) et !(x) designent les
ensemble   et, respetivement, ! limite :
(x) = fy 2 F : 9 t
k
!  1; x  t
k
! yg ;
!(x) = fy 2 F : 9 t
k
! +1; x  t
k
! yg :
Denition 3.6.1 ([Co℄). Un ompat S  F invariant par le ot 
t
est dit ensemble invariant
isole s'il existe un voisinage ompat N  S dont S est le sous-ensemble invariant maximal :
S = I(N) = fx 2 N : x  R  Ng :
Un tel voisinage N est appele blo isolant.
Denition 3.6.2 ([Co℄). Soit S  F un ensemble invariant isole. Une paire ompate (N
1
; N
0
)
est appelee ouple indexant si les onditions suivantes sont remplies :
a. N
1
nN
0
est un blo isolant pour S ;
b. N
0
est positivement invariant dans N
1
, 'est-a-dire
8 x 2 N
0
; x  [0; t℄ 2 N
1
) x  t 2 N
0
;
. N
0
est un ensemble de sortie pour N
1
, 'est-a-dire
8 x 2 N
1
; x  [0;+1[* N
1
) 9 t  0; x  [0; t℄  N
1
et x  t 2 N
0
:
Etant donne un ensemble invariant isole S, il existe un ouple indexant - f. [Co℄ III.4, [CZ℄
lemme 3.3 ou [S1℄ 4.3.
Denition 3.6.3 ([Co℄). Soit S  F un ompat invariant. Une deomposition de Morse de S
est une suite nie M
1
;M
2
; : : : ;M
n
de ompats invariants disjoints tels que
8 x 2 S n
[
1jn
M
j
; 9 i < j; (x) 2M
j
ou !(x) 2M
i
:
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Dans [CZ℄, Prop. 3.2. on peut voir que si S est un ensemble invariant isole et M
1
; : : : ;M
n
une deomposition de Morse, alors haque M
j
, 1  j  n est enore un ensemble invariant
isole. Pour i  j on note
M
ji
= fx 2 S : (x) et !(x) M
i
[M
i+1
[    [M
j
g :
Alors M
ji
est un ensemble invariant (isole, si S l'est) dont M
i
;M
i+1
; : : : ;M
j
represente une
deomposition de Morse.
Exemple. Soit ' une fontion de Morse sur F et X un hamp de pseudo-gradient negatif par
rapport a '. Les ensembles
(3.27) M
j
= fx 2 Crit ' : ind(x) = jg; 0  j  dimF
forment une deomposition de Morse de l'espae total F .
Denition 3.6.4 ([CZ, S1℄). Soit S une ensemble invariant isole etM
1
; : : : ;M
n
une deomposition
de Morse. On appelle ltration de S par ouples indexants une suite roissante de ompats
N
0
 N
1
     N
n
telle que (N
j
; N
i 1
) est un ouple indexant pour M
ji
, 1  i  j  n.
La denition 3.6.4 est justiee par un theoreme d'existene de telles ltrations pour une
deomposition de Morse donnee : [CZ℄ theoreme 3.1 ou [S1℄ 4.4. De plus, on peut hoisir (N
n
; N
0
)
egale a un ouple indexant pour S donne. Nous utiliserons plus tard la remarque simple que,
si N
n
= F , tous les N
j
qui onstituent la ltration sont positivement invariants.
Un des resultats ruiaux dans la theorie de l'indie de Conley est le suivant
Theoreme 3.6.5 ([Co℄ III.5, [CZ℄ theoreme 3.2 ou [S1℄ 4.10). Soit S un ensemble invariant isole
et (N
1
; N
0
) un ouple indexant. Le type d'homotopie de l'espae pointe N
1
=N
0
ne depend pas
du ouple indexant hoisi. On l'appelle indie de Conley de S et on le note h(S).
Salamon [S1℄ donne une preuve direte du theoreme 3.6.5 en denissant a partir du ot 
t
une equivalene d'homotopie entre N

1
=N

0
et N

1
=N

0
, pour (N

1
; N

0
), (N

1
; N

0
) deux ouples
indexants donnes. Soit t

 0 le temps minimal tel que, pour t  t

=3, on ait
x  [ t; t℄  N

1
nN

0
) x 2 N

1
nN

0
et x  [ t; t℄  N

1
nN

0
) x 2 N

1
nN

0
:
On a evidemment t

= t

et t

= 0. On denit alors pour t  t

l'appliation suivante,
qui est ontinue :


t
: N

1
=N

0
 ! N

1
=N

0
:
x 7 !

x  t; si x  [0; 2t=3℄  N

1
nN

0
et x  [t=3; t℄  N

1
nN

0
;
; sinon :
Alors 

t
Æ 

s
= 

t+s
et 

0
= Id, e qui assure que 

t
est un inverse homotopique de 

t
.
Toujours dans [S1℄ 5.3 et 5.4 on peut voir que, etant donne un ouple indexant (N
1
; N
0
),
on peut \epaissir" N
0
a N
0
0
 N
0
de faon a e que (N
1
; N
0
0
) soit enore un ouple indexant
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pour l'ensemble invariant isole en question et que, de plus, N
0
0
soit un retrate par deformation
d'un de ses voisinages dans N
1
. Cette ondition assure que
H
q
(N
1
; N
0
0
) =
e
H
q
(N
1
=N
0
0
) =
e
H
q
(N
1
=N
0
) :
En iterant e resultat on peut modier une ltration par ouples indexants de faon a e que
haque N
j 1
soit retrate par deformation d'un de ses voisinages dans N
j
. Desormais nous
allons onsiderer des ltrations ave ette propriete, indiquee par les initiales RD.
Voyons omment s'applique le theoreme 3.6.5 dans le as de la deomposition de Morse
(3.27). Considerons d'abord l'ensemble invariant isole onstitue d'un unique point x 2 Crit ',
ind(x) = j. Dans une arte qui linearise le ot au point x et dont les oordonnees sont (y; z) 2
R
n j
 R
j
, un ouple indexant est (Figure 3.2)
(3.28) (N
x
1
; N
x
0
)
not.
= (D
n j
D
j
; D
n j
 S
j 1
) ;
ave D
j
, D
n j
des disques de rayon suÆsamment petit. L'indie de Conley sera alors le type
d'homotopie d'une sphere pointee de dimension j, vu que D
n j
D
j
=D
n j
S
j 1
' (S
j
; ). De
me^me, l'indie de Conley de l'ensembleM
j
des points ritiques d'indie j est le type d'homotopie
pointee d'un bouquet de #M
j
spheres de me^me dimension j. On deduit en partiulier pour
une ltration par des ouples indexants RD que
H
q
(N
j
; N
j 1
) =
e
H
q
(N
j
=N
j 1
) =

Z
#M
j
; q = j ;
0; sinon :
D
D
n-k
k
x
Fig. 3.2: Indie de Conley d'un point ritique non degenere pour un ot de gradient negatif
3.6.2 Isomorphisme entre homologie de Morse et homologie singuliere
Nous rappelons dans e qui suit l'identiation entre ohomologie de Morse et ohomologie
singuliere d'apres Salamon [S2℄. Ave les notations de la setion preedente on onsidere S = F
et la deomposition de Morse M
q
= fx 2 Crit ' : ind(x) = qg, 0  q  dim F ave M
qr
=
[M(y; x), x; y 2 Crit ', r  ind(x)  ind(y)  q. Ainsi M
n0
= F et M
qq
, 0  q  dim F est
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l'ensemble des points ritiques d'indie q. Considerons une ltration par des ouples indexants
RD
; = N
 1
 N
0
 N
1
     N
n
= F; n = dim F :
Par (3.28) un ouple indexant pour M
q
est
(N
q
1
; N
q
0
) =
[
x2Crit
q
'
(N
x
1
; N
x
0
)
et une orientation de T
x
W
u
(x) hoisit un generateur de H
j
(N
x
1
; N
x
0
) ' Z. On peut don
identier le omplexe de Morse C
q
ave H
q
(N
q
1
; N
q
0
) ' Z
#M
q
. On a alors le
Lemme 3.6.6 ([S2℄ 3.2). Le diagramme suivant est ommutatif
H
j
(N
q
1
; N
q
0
)

Morse //
H
q+1
(N
q+1
1
; N
q+1
0
)
H
j
(N
q
; N
q 1
)
 //
OO
H
q+1
(N
q+1
; N
q
)
OO
ou  est le morphisme de onnexion dans la suite exate longue du triple (N
q+1
; N
q
; N
q 1
) et
les ehes vertiales sont induites par les appliations 

t
derites plus haut.
La suite exate longue de la paire (N
q
; N
q 1
) entra^ne que le morphisme induit par l'inlusion
H
k
(N
q
)  ! H
k
(N
q 1
) est un isomorphisme pour k 6= q; q   1 et en onsequene H
k
(N
q
) = 0
si k > q et H
k
(N
q
)

   H
k
(F ) si k < q. On a le diagramme ommutatif suivant ave lignes et
olonnes exates :
H
q 1
(N
q 1
; N
q 2
)


q
))SS
SSS
SSS
SSS
SSS
H
q 1
(N
q 1
)
//

H
q
(N
q
; N
q 1
)
//
H
q
(N
q
)
//
0
0
et don H
q
(N
q
; N
q 1
)  ! H
q
(N
q
) est l'appliation de onoyau de 
q
. La fontorialite du
diagramme et l'uniite du onoyau implique alors le fait que les deux diagrammes suivants sont
anoniquement isomorphes
C
q 1
Æ
q //
C
q
Æ
q+1 //
$$J
JJ
JJ
JJ
JJ
C
q+1
oker Æ
q
OO
##G
GG
GG
GG
GG
G
H
q
Morse
(F )
OO
0
0
OO
H
q 1
(N
q 1
; N
q 2
)

q //
H
q
(N
q
; N
q 1
)

q+1 //
((QQ
QQQ
QQQ
QQQ
QQ
H
q+1
(N
q+1
; N
q
)
H
q
(N
q
)
OO
&&LL
LL
LL
LL
LL
LL
H
q
(N
q+1
)
OO
0
0
OO
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De la on deduit l'isomorphisme
A : H
q
Morse
(F )

 ! H
q
(N
q+1
)

 ! H
q
(F ) ;
qui depend uniquement du hoix des orientations des varietes instables et du hoix de la ltra-
tion par ouples indexants. Nous demontrons i-dessous que l'isomorphisme ne depend en fait
pas du hoix de la ltration.
Proposition 3.6.7. L'isomorphisme A : H
q
Morse
(F )

 ! H
q
(F ) ne depend pas du hoix de la
ltration indiielle sur F , mais uniquement de l'orientation des varietes instables.
Demonstration. Soient N =
 
;  N
0
 N
1
     N
m
= F

et N
0
=
 
;  N
0
0
 N
0
1
    
N
0
m
= F

deux ltrations par ouples indexants sur F . Nous devons demontrer la ommutativite
du diagramme
H
q
(N
0
q+1
)
H
q
(F )
oo

yysss
ss
ss
ss
s
H
q
Morse
(F )

88pppppppppp
 //
H
q
(N
q+1
)
Cei sera aompli en le ompletant omme
(3.29)
H
q
(N
0
q+1
) H
q
(N
0
q+2
)
oo
  
oo
H
q
(F )
oo
H
q
Morse
(F )
88pppppppppp
//
H
q
(N
q+1
)


q+1
OO
H
q
(N
q+2
)
oo


q+2
OO
  
oo
H
q
(F )

m
=id
ou les ehes horizontales sont les isomorphismes induits par l'inlusion et les ehes vertiales
seront onstruites expliitement.
Etape 1 : onstrution de 
q+1
. Les isomorphismes C
q
(F )

 ! H
q
(N
q
; N
q 1
) et C
q
(F )

 !
H
q
(N
0
q
; N
0
q 1
) fournissent un isomorphisme H
q
(N
q
; N
q 1
)

 ! H
q
(N
0
q
; N
0
q 1
) ompatible ave
les dierentielles 
q
et 
0
q
. Puisque H
q
(N
q
) et H
q
(N
q+1
) ont ete identies ave oker(
q
)
et ker
 
H
q
(N
q
)  ! H
q+1
(N
q+1
; N
q
)

(de me^me pour N
0
q
, N
0
q+1
), on deduit des isomorphismes
fontoriels H
q
(N
q
)

 ! H
q
(N
0
q
) et 
q+1
: H
q
(N
q+1
)

 ! H
q
(N
0
q+1
). Le dernier rend ommutatif
le triangle de gauhe dans le diagramme (3.29).
Il faut remarquer l'egalite H
q
(N
q+1
; N
q
) = 0, qui sera utilisee dans la reurrene de l'etape
2.
Etape 2 : supposons que le diagramme (3.29) a ete onstruit jusqu'au rang k  q+1 et on-
struisons 
k+1
. En preliminaire, on applique une reurrene sur k pour obtenir H
i
(N
k+1
; N
q
) =
0, i 6= q + 1; q + 2; : : : ; k + 1. Cei deoule sans probleme de la suite exate longue assoiee au
triplet (N
k+1
; N
k
; N
q
). L'aÆrmation analogue reste valable pour la ltration N
0
.
Construisons maintenant des isomorphismes H
i
(N
k+1
; N
q
)

 ! H
i
(N
0
k+1
; N
0
q
) en haque
degre i - les degres interessants sont de toute faon eux ompris entre q+1 et k+1. On utilise
les suites exates longues des triplets (N
k+1
; N
k
; N
q
) et (N
0
k+1
; N
0
k
; N
0
q
).
  pour i 2 fq + 1; : : : ; k   1g, la suite exate longue assoiee au triplet de N ontient le
moreau
0  ! H
i
(N
k+1
; N
q
)

 ! H
i
(N
k
; N
q
)  ! 0
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et on a un moreau analogue pour N
0
. Par l'hypothese de reurrene, on a deja on-
struit des isomorphismes H
i
(N
k
; N
q
)

 ! H
i
(N
0
k
; N
0
q
) pour i  k. On obtient alors des
isomorphismes H
i
(N
k+1
; N
q
)

 ! H
i
(N
0
k+1
; N
0
q
).
  pour i 2 fk; k + 1g, la suite exate longue assoiee au triplet de N ontient
0! H
k
(N
k+1
; N
q
)! H
k
(N
k
; N
q
)

k
 ! H
k+1
(N
k+1
; N
k
)! H
k+1
(N
k+1
; N
q
)! 0
et, de nouveau, on a un moreau analogue pour N
0
. L'hypothese de reurrene fournit
des isomorphismes entre les termes de milieu ompatibles ave 
k
et 
0
k
. On en deduit
des isomorphismes fontoriels entre les termes extremaux.
Construisons maintenant l'isomorphisme 
k+1
: H
q
(N
k+1
)

 ! H
q
(N
0
k+1
). On utilise les
suites exates longues des paires (N
k+1
; N
q
) et (N
0
k+1
; N
0
q
). La premiere ontient
0! H
q
(N
k+1
)! H
q
(N
q
)! H
q+1
(N
k+1
; N
q
)! H
q+1
(N
k+1
)! 0
et on a aussi le moreau analogue pour N
0
. On a des isomorphismes ompatibles ave la
dierentielle entre les termes de milieu et on obtient des isomorphismes fontoriels entre les
termes extremaux.
Toutes les ehes onstruites sont fontorielles et le diagramme (3.29) va ommuter jusqu'au
rang k + 1.
Etape 3 : on prouve que 
m
= id. Rappelons que le point de depart de toutes les onstru-
tions preedentes est le diagramme ommutatif
C
q
= H
q
(N; L)
 //

((RR
RRR
RRR
RRR
RR
H
q
(N
q
; N
q 1
)


H
q
(N
0
q
; N
0
q 1
)
ou (N; L) est un ouple indexant speique pour l'ensemble des points ritiques d'indie q. Ces
isomorphismes sont induits par les equivalenes d'homotopie entre les espaes quotients pointes
orrespondants qui ont ete derites dans 3.6.1. Les equivalenes d'homotopie du type 

t
de
3.6.1 induisent, pour t  t

, le me^me isomorphisme en ohomologie puisqu'elles forment des
familles a un parametre (qui est preisement t) et sont don homotopes.
Etant donne un ensemble invariant isole et deux ouples indexants (F; L
1
) et (F; L
2
) dont
la premiere omposante est l'espae total, les deux proprietes suivantes sont veriees :
a. L
1
et L
2
sont positivement invariants :
x 2 L
1
(L
2
) ) x  [0; +1[ L
1
(L
2
) :
Cei deoule de la ondition 2 dans la denition 3.6.2 ;
b. si x 2 L
1
, alors 
t
(x) 2 L
2
pour t suÆsamment grand. En eet, x =2 S et don x  R *
F nL
2
, e qui revient a dire qu'il existe t
0
2 R tel que x  t
0
2 L
2
. Par invariane positive
de L
2
, on deduit que x  t 2 L
2
pour tout t  t
0
.
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Remarque. Par e qui preede, tous les termes d'une ltration par ouples indexants ; 
N
0
 N
1
     N
m
= F sont positivement invariants, puisqu'ils apparaissent omme
deuxieme terme dans un ouple indexant dont le premier terme est F .
Par ompaite de L
1
, on peut denir pour deux ouples indexants (F; L
1
) et (F; L
2
) un
morphisme de paires 
21
t
(x) = 
t
(x) pour t suÆsamment grand. L'appliation induite au niveau
des espaes quotients F=L
1
 ! F=L
2
est une equivalene d'homotopie du type deni dans 3.6.1.
Lorsque L
1
= N
0
q
et L
2
= N
q
, ette appliation induit l'isomorphisme onstruit plus haut
H
q+1
(F;N
q
)

 ! H
q+1
(F;N
0
q
). En eet, pour t suÆsamment grand, 
t
envoie N
0
k
dans N
k
et
denit un morphisme de paires (N
0
k
; N
0
q
)  ! (N
k
; N
q
), k  0 qui induit tour a tour les iso-
morphismes intermediaires onstruits au ours de l'etape 2. De me^me, 
t
induit l'isomorphisme
H
q
(N
q
; N
q 1
)

 ! H
q
(N
0
q
; N
0
q 1
) et don H
q
(N
q
)

 ! H
q
(N
0
q
).
L'appliation 
m
est uniquement determinee par le diagramme suivant
0
//
H
q
(F )
//

m

H
q
(N
q
)
//


H
q+1
(F; N
q
)
//


H
q+1
(F )
//

0
0
//
H
q
(F )
//
H
q
(N
0
q
)
//
H
q+1
(F; N
0
q
)
//
H
q+1
(F )
//
0
Puisque l'appliation induite par 
t
le rend ommutatif, on deduit que 
m
est induite par

t
pour un ertain t suÆsamment grand. Mais 
t
est homotope a l'identite et on deduit que

m
= id.

4. LA SUITE SPECTRALE DE LERAY-SERRE EN COHOMOLOGIE DE FLOER
Introdution
Ce hapitre est onsare a l'etude des groupes de (o)homologie de Floer de varietes symple-
tiques admissibles munies d'une struture d'espae bre ompatible ave la forme sympletique.
Le theoreme prinipal postule l'existene d'une suite spetrale de type Leray-Serre aboutissant
a la (o)homologie de Floer de l'espae total, dont le deuxieme terme est exprime de la faon
habituelle en fontion des groupes de (o)homologie de Floer de la base et de la bre.
Nous allons travailler ave des espaes bres au-dessus de bases ompates et ayant une bre
ouverte. Il sera neanmoins tout aussi interessant d'etudier le as des bases ouvertes ave bre
ouverte ou fermee : les resultats que je presente dans e hapitre s'inserent dans un programme
plus vaste. Le hoix des hypotheses que j'utilise dans e hapitre est motive par l'existene
d'une rihe lasse d'exemples (f. 4.1.4) et par la presene de diÆultes representatives pour
l'etude de l'homologie de Floer des espaes bres. Le theoreme prinipal de e hapitre est
enone dans la setion 4.2.1.
Je voudrais avertir d'emblee le leteur que, dans la demonstration du theoreme 4.2.1, il
manque un argument. Il s'agit d'une estimation d'energie pour des trajetoires de Floer, ap-
parentee au lemme 2.4.1 (dont la preuve s'appuie sur le lemme de monotonie de Gromov [G℄).
Un resultat de la me^me nature que elui que je reherhe a ete demontre par K. Cieliebak [Ci℄,
sous le nom de \lemme de monotonie hamiltonienne". Je n'ai pas reussi a le demontrer dans
mon ontexte pour l'instant, mais j'indiquerai pourquoi je pense que le resultat est vrai.
Il faut noter que ette estimation d'energie peut e^tre ontournee dans le as des bres
en droites a ourbure negative. J'indiquerai omment fontionne la demonstration dans e
dernier as et quelle est la suite spetrale qu'on obtient. Comme orollaire, on demontre que
la ohomologie de Floer d'un tel bre est nulle, ave des appliations immediates a l'existene
d'orbites periodiques sur des hypersurfaes a bord de type ontat restreint.
4.1 Contexte, hypotheses, exemples
Cette setion est struturee omme suit : je preise dans 4.1.1 et j'explique dans 4.1.2 les hy-
potheses imposees sur l'espae total. J'en deduis au 4.1.5 les premieres onsequenes onernant
l'asymptotique des hamps de Reeb et de Liouville lorsque la taille des bres tend vers zero. Je
presente en detail dans le paragraphe 4.1.4 l'exemple des bres en droites hermitiens a our-
bure negative. Cei onstitue, pour le moment, la lasse prinipale de varietes sympletiques
auxquelles s'appliquent mes resultats. La sous-setion 4.1.3 est une \apologie" des hypotheses
que j'ai hoisi : je les ompare ave un adre ou l'aent serait mis sur un espae bre a bord
de type ontat.
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4.1.1 Fibrations sympletiques
La lasse de varietes qu'on a en vue est preisee par la
Denition 4.1.1. Une bration sympletique admissible est une variete admissible
b
E munie
d'une struture de bration loalement triviale lisse de base B, bre
b
F et projetion  :
b
E  !
B, ainsi que des objets suivants :
  une 2-forme fermee 
 2 

2
(
b
E):
d
 = 0 ;
  une primitive  de 
 denie hors d'un ompat,
tels que toutes les bres (
b
F
z
; 
j
b
F
z
; j
b
F
z
), z 2 B soient des varietes admissibles. On a designe
par
b
F
z
la bre 
 1
(z), z 2 B.
Une bration sympletique admissible sera notee (
b
E; B;
b
F ; ; 
; ), ou enore (
b
E; 
; ).
Les restritions de 
 et  a la bre
b
F
z
, z 2 B seront notees 

z
et 
z
respetivement. La
denition est tres exible : les bres ne sont pas neessairement sympletomorphes (mais juste
munies de formes sympletiques equivalentes par deformation) et le groupe de struture de
b
E
n'est pas neessairement redutible a Symp(
b
F ; ), ave  une forme sympletique donnee sur
b
F .
Le probleme general que nous voudrions traiter est elui du alul de la (o)homologie de
Floer de l'espae total en termes des (o)homologies de Floer de la base et de la bre. On entend
par \aluler" le fait d'etablir l'existene d'une suite spetrale onvergeant vers la (o)homologie
de l'espae total et dont le deuxieme terme s'exprimerait en fontion des (o)homologies de la
base et de la bre. Formule tel quel, e but est hors d'atteinte pour la denition generale xee
i-dessus, tant que la forme sympletique et la forme de Liouville sur l'espae total ne sont
pas reliees d'une quelonque faon aux formes sympletiques/de Liouville dans les bres. Nous
etablirons l'existene de la suite spetrale pour la lasse suivante de varietes :
Denition 4.1.2. Une bration sympletique fortement admissible a base ompate (abrege -
bration sympletique forte) est une bration sympletique admissible (
b
E; B;
b
F ; ; 
; ) satis-
faisant aux proprietes suivantes:
  la base B est ompate et munie d'une forme sympletique ,
  il existe une primitive  de 

 denie en dehors d'un ompat
d = 

 ;
  il existe 
0
> 0 tel que (
b
E; 

 + 
; + ), 0 <   
0
est une variete admissible.
Pour motiver les denitions il est utile de rappeler le adre des brations a bre ompate
F dont le groupe de struture peut e^tre reduit a Symp(F; ): l'existene d'une 2-forme fermee

 qui onide ave la forme sympletique dans haque bre assure que le groupe de struture
est redutible a Ham(F; ) des que la base est simplement onnexe [LaM℄. Si, de plus, la
base est munie de la forme sympletique , alors la forme 

 + 
 est automatiquement non
degeneree pour  suÆsamment petit, par ompaite de la bre. Dans le adre non ompat il
faut neanmoins imposer la non-degeneresene des le debut.
4. La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Floer 119
Notations. On note
(


; 

) = (

 + 
; + ) ;
et nous allons abreger plus tard par 0
 
, ou enore 1
+
les nombres  Æ, respetivement 1 + Æ
ave Æ > 0 suÆsamment petit.
L'existene de la suite spetrale en homologie de Floer sera etablie pour des brations
sympletiques fortement admissibles a base ompate sous ertaines hypotheses tehniques (de
omportement a l'inni) sur les donnees 
,  et . Une lasse d'exemples est onstituee par
les bres hermitiens en droites a ourbure negative.
Pour formuler es onditions il nous faut d'abord mettre en evidene un objet geometrique
qui sera d'une importane fondamentale par la suite, a savoir la distribution horizontale sur
l'espae total
b
E d'une bration sympletique admissible. Soit
V = ker 

 T
b
E
la distribution vertiale donnee par les espaes tangents aux bres. Puisque la forme 
 est non
degeneree sur V , elle determine une distribution transverse aux bres
H
p
= fX 2 T
p
b
E : 
(X;Y ) = 0; Y 2 V
p
g; p 2
b
E
qu'on appellera distribution horizontale. On erit enoreH = V
?
, l'orthogonal de V par rapport
a 
. Il est immediat que, pour une bration sympletique forte, on aura H = fX 2 T
b
E :



(X;Y ) = 0; Y 2 V g, 0 <   
0
i.e. H = V
?

, l'orthogonal de V par rapport a 


. On a une
deomposition en somme direte
T
b
E = V H;
par rapport a laquelle tout veteur X 2 T
b
E s'erit de maniere unique X = X
V
+X
H
, X
V
2 V ,
X
H
2 H.
On note Z le hamp de Liouville dans les bres deni par Z 2 V et (Z)
j
V
= j
V
. Par
l'hypothese d'admissibilite des bres et ompaite de la base, il existe une hypersurfae  
b
E
transverse aux bres telle que 
z
=  \
b
F
z
, z 2 B soit une hypersurfae de trivialisation pour
un voisinage de l'inni dans haque bre
b
F
z
, z 2 B (f. Denition 1.2.2). En partiulier le ot
de Z realise un dieomorphisme de  [1; 1[ sur un voisinage de l'inni dans
b
E
(4.1) 	 :  [1; 1[ !
b
E ;
(p; S) 7 ! '
lnS
Z
(p) :
L'appliation 	 est un sympletomorphisme de
 
 [1; 1[; d(Sj)

dans haque bre. On xe
desormais une telle hypersurfae de trivialisation . On note R

le hamp de Reeb vertial sur
 deni par R

2 T
z
et
(4.2) (R

)




z
= 0; (R

) = 1; z 2 B :
Nous pouvons desormais enoner les hypotheses tehniques sous lesquelles nous allons travailler.
Elles seront disutees dans la setion 4.1.2.
i. dSj
H
, j
H
et j
H
sont uniformement bornees sur   [1; 1[, ou H est munie d'une
metrique induite par  a partir d'une metrique quelonque sur la base ;
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ii. 0 < inf
(p; S)

(p; S)
(R

(p))  sup
(p; S)

(p; S)
(R

(p)) <1 .
iii. On regarde la 2-forme bilineaire non degeneree (

 + 
)j
H
omme un isomorphisme
lineaire de H vers son dual H

. On demande que k (

 + 
)j
 1
H
k soit uniformement
bornee et qu'il existe une struture presque omplexe J
B
sur la base telle que sa relevee
a H notee
e
J
B
soit \uniformement tame" sur H par rapport a 

 + 
. Cela signie que
(

+ 
)j
H
(;
e
J
B
) est denie positive (mais pas neessairement symetrique), de norme
uniformement minoree sur
b
E.
iv. k rj
V
k= O(
1
p
S
) par rapport a une metrique onique sur les bres. La derivee ovariante
est onsideree ii par rapport a la onnexion H.
v.  bornee sur
b
E par rapport a une metrique qui induit sur H et V des metriques du
type preedent et telle que H ? V (ette ondition englobe le fait que jH est borne,
deja impose dans (i). Il est pourtant utile d'isoler e dernier fait en vue de la proposition
4.2.5).
vi. la distribution horizontale H peut s'erire omme graphe d'une appliation lineaire L :
H
0
 ! V , ave H
0
une distribution horizontale xee sur un niveau S = onst. On
demande que L et  Æ L soient uniformement bornees par rapport a une metrique du
type preedent.
4.1.2 Analyse des hypotheses tehniques
L'hypothese (vi) a un ontenu geometrique evident : on demande que la distribution horizontale
H ne devienne pas asymptotiquement tangente a la distribution vertiale V . Cei doit e^tre lu
omme une premiere ondition de normalisation sur la forme 
. Cette ondition sera utilisee
dans la proposition 4.2.5 pour \trivialiser" le ouple (
; ) au-dessus de petits ouverts sur la
base. C'est toujours dans la demonstration de 4.2.5 que nous utiliserons les hypotheses (iv) et
(v).
L'hypothese (i) et une partie de l'hypothese (v) (sous la forme k j
H
k bornee) sont
neessaires pour ontro^ler l'ation de ertaines orbites periodiques de hamiltoniens dans la
proposition 4.2.6. D'ailleurs, le fait que k dSj
H
k soit bornee rejoint l'hypothese (vi).
L'hypothese (ii) doit e^tre lue de la faon suivante. D'un o^te, par la la proposition 4.1.6,
la positivite strite (R

) > 0 le long de  fSg, S  1 assure que le hamp de Liouville Z

orrespondant a 


pointe vers l'exterieur le long de  fSg pour tout  2℄0; 
0
℄. D'un autre
o^te, imposer que l'inmum sur  [1; 1[ soit aussi stritement positif vise a assurer que Z

ne devient pas asymptotiquement tangent a fSg lorsque S tend vers l'inni. Cela aura une
importane ruiale pour la omparaison des fontions S

et S : dans la proposition 4.1.5 nous
demontrons une equivalene du type S  S

.
Disutons la premiere partie de l'hypothese (iii). Celle-i sera utilisee dans la demonstration
de l'equivalene S  S

. C'est une ontrainte raisonnable. Elle equivaut a demander que
k (Id + JL(x))
 1
k soit bornee pour tout x et tout  suÆsamment petit, lorsque L(x) est
une famille ontinue d'endomorphismes antisymetriques de R
2n
et J une struture presque
4. La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Floer 121
omplexe tels que Id + JL(x) est inversible pour  suÆsamment petit. Cei est toujours vrai
si L(x) = JS(x) ave S(x) symetrique (mais ne reste pas toujours vrai dans le as general. On
peut onstruire des ontre-exemples, qui restent nenmoins de fature assez artiielle). Cela
donne une idee du aratere peu restritif de ette ondition.
Pour e qui est de la deuxieme partie de l'hypothese (iii), elle sera utilisee pour travailler
dans
b
E ave des strutures presque omplexes deouplees, du type
e
J
B
 J
V
, ou J
B
est une
struture presque omplexe sur la base,
e
J
B
est sa relevee sur H et J
V
est une struture presque
omplexe sur V ompatible ave 
. Les strutures de e type seront "tame" pour 

+ 
. Le
fait d'imposer la minoration uniforme de la norme de (

 + 
)(;
e
J
B
) permettra de hoisir
une J
B
generique en gardant la propriete d'e^tre \tame".
Pour lore ette setion je donne, d'apres J. Kedra [Ke℄, une obstrution ohomologique a
l'existene d'une primitive de 

 denie au voisinage de l'inni dans
b
E. Ave les notations de
la proposition 4.1.6, onsiderons la bration loalement triviale F ,! E

 ! B : l'existene
de  entra^ne que la lasse 

[℄ 2 H
2
(E; R) est nulle. D'un autre o^te, si le systeme de
oeÆients ohomologiques de la bre est trivial (e.g. pour une base simplement onnexe), le
morphisme 

se lit sur la suite spetrale de Leray-Serre omme le ompose
H
p
(B) = E
p; 0
2
// //
E
p; 0
3
// //
: : :
// //
E
p; 0
1
 H
p
(E)
:
Pour des raisons de dimension, on a E
2; 0
3
= E
2; 0
1
et l'existene de la primitive  entra^ne que
l'image de [℄ dans E
2; 0
3
est nulle. Cela veut dire qu'il existe  2 E
0; 1
2
= H
1
(F; R) tel que
d
0; 1
2
() = [℄. En partiulier
(4.3) H
1
(F; R) 6= 0 :
Mes hypotheses ne seront par exemple pas veriees pour des bres vetoriels negatifs de rang
stritement superieur a 1, alors que leurs bres en boules unitaires sont pseudo-onvexes et on
aimerait bien etablir une suite spetrale en ohomologie de Floer dans ette situation. Cela fera
l'objet d'une etude ulterieure.
4.1.3 Deux points de vue: varietes admissibles vs. varietes ompletees
Il onvient de disuter aussi le adre initial pour lequel j'ai opte, a savoir elui d'une bration
dont l'espae total est une variete admissible, muni d'une 2-forme 
 qui rend les bres admissi-
bles. Si on a en vue les appliations de la suite spetrale a la onjeture de Weinstein dans des
espaes bres et le ontexte habituel des varietes a bord, on voit tout de suite que le probleme
pouvait e^tre formule aussi pour un espae bre a bord de type ontat, muni d'une 2-forme par
rapport a laquelle les bres ont aussi un bord de type ontat.
Les deux ontextes ne sont pas tout a fait equivalents. En fait, elui que nous avons adopte
est apparemment plus fort : en tronquant l'espae bre a l'aide d'une hypersurfae de triviali-
sation omme dans la proposition 4.1.6, on obtient un espae bre a bord de type ontat, dont
les bres ont aussi un bord de type ontat.
Nous avons vu au 1.2.2 que le proessus de ompletion par le ot de Liouville permet
d'assoier a toute variete sympletique a bord de type ontat M une variete admissible

M .
Mais e proede n'est pas suÆsamment rihe pour notre situation : etant donnees les formes 
et 
 sur le bre a bord E, il permet d'etendre anoniquement 

 + 
 a E  [1; 1[ pour
un ertain , mais ne donne pas de methode anonique pour etendre 
 a elle seule ou, e qui
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revient au me^me, d'etendre 

 + 
 pour  arbitraire. D'autres problemes surgissent aussi
pour e qui est de la ompatibilite de la trivialisation ave la projetion de la bration. Ceux-i
amenent a ompleter par le ot de Liouville dans les bres, mais de nouveaux problemes sont
souleves par l'extension de 
 sur E [1; 1[ : elle-i ne sera bien denie que le long des bres.
Il est naturel de se demander si on peut etendre 
 et les primitives  et  sur E  [1; 1[
tout entier de faon a e que les hypotheses (i) a (vi) soient veriees, mais je ne onnais pas la
reponse a ette question.
Par ailleurs, notons qu'un avantage des brations ouvertes par rapport aux brations a
bord est le fait de pouvoir denir le transport parallele le long de la distribution horizontale
sans ambigute omme un dieomorphisme (en fait, sympletomorphisme ar d
 = 0) entre
deux bres quelonques. Dans la situation a bord le transport parallele n'est pas bien deni,
ar H peut ne pas e^tre tangente au bord ('est le as en partiulier si H n'est pas integrable,
et 'est preisement en relation ave e phenomene que l'hypothese (vi) est imposee).
Faisons une derniere remarque. Le fait de travailler diretement ave des varietes non om-
pates sans bord (admissibles) est en aord ave la philosophie generale de l'homologie de
Floer telle qu'inspiree par le theoreme d'invariane par isotopie 1.1.7 : plus que des invariants
de la variete a bord, les groupes d'homologie de Floer sont pluto^t des invariants de la variete
ompletee qui lui est assoiee.
4.1.4 Exemples
Exemple 4.1.3. Fibres en droites hermitiens a ourbure negative.
Soit B une variete ompate sans bord munie d'une forme sympletique  dont la lasse de
ohomologie [℄ 2 H
2
(B; R) est entiere. Soit L ! B un bre en droites omplexes tel que

1
(L) =  [℄ :
Notons que le type topologique de L est uniquement determine par un relevement entier de
 [℄. Toute onnexion lineaire r determine une 1-forme de transgression 
r
2 

1
(L n 0
L
; R)
denie omme suit (f. P. Gauduhon [Ga℄ ou P. Biran [B℄) :
8
<
:

r
u
(u) = 0; 
r
u
(iu) = 1=2; u 2 L n 0
L
;

r
j
H
r
 0 ; ou H
r
est la distribution horizontale denissant r :
Soit R
r
la 2-forme de ourbure de r. Alors
1
2i
R
r
est un representant pour 
1
(L) et une
propriete importante de la forme de transgression est d'e^tre une primitive pour  

(
1
2i
R
r
).
Lorsque L est muni d'une metrique hermitienne h, on peut hoisir une onnexion hermiti-
enne r dont la 2-forme de ourbure est R
r
=  2i. En eet, pour r
1
une onnexion hermiti-
enne quelonque
1
2i
R
r
1
2 

2
(B; R) represente 
1
(L) : il existe don une 1-forme a 2 

1
(B; R)
telle que
1
2i
R
r
1
=  +da, e qui revient a  2i = R
r
1
  i d(2a). Il suÆt alors de prendre
r = r
1
+ i(2a). On aura en partiulier d
r
= 

.
L'espae total de la bration sera
b
E = L. Une hypersurfae de trivialisation d'un voisinage
de l'inni est, par exemple,  = fu 2 L : juj = 1g. Ave les notations de la proposition 4.1.6
on aura E = fu 2 L : juj  1g, le bre en disques unitaires assoie a h. Le transport par
parallelisme preserve la norme des veteurs et la distribution horizontale H
r
est tangente a
E = , ainsi qu'a toutes les surfaes de niveau juj = t, pour toute onnexion hermitienne r.
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Soit r(u) = juj la oordonnee radiale et munissons les bres de la forme sympletique
1

dAire.
Puisque 
r
restreinte a la bre vaut, a
1
2
pres, la forme angulaire on deduit que


not.
= d(r
2

r
) 2 

2
(L n 0
L
; R)
est egale a
1

dAire en restrition aux bres. En partiulier, la restrition de 
 aux bres est
sympletique. Par ailleurs 
 s'etend en une forme lisse sur E en posant 

z
(; ) = 0,  2 T
z
0
E
et 

z
j
E
z
=
1

dAire, z 2 0
E
. Cei deoule de e que 
 = dr
2
^ 
r
+ r
2


, dr
2
^ 
r
u
(; ) = 0,
 2 H
r
u
et dr
2
^ 
r
u
j
E
(u)
=
1

dAire, u 2 E n 0
E
. La distribution horizontale assoiee a 
 est
H
r
. La 1-forme
 = r
2

r
est une primitive de 
 denie en dehors de la setion nulle. Les bres sont sympletomorphes
a C muni de la forme sympletique
1

dAire et de la forme de Liouville standard (f. 1.2.1). Le
hamp de Liouville dans les bres est le hamp radial X(u) =
u
2
et le hamp de Reeb le long
de E est R

(u) = 2  iu. Posons



not.
= 

 + d(r
2

r
) = d
r
+ d(r
2

r
) :
Comme 


= (1 + r
2
)

 + dr
2
^ 
r
on deduit que 


est une forme sympletique pour tout
 > 0. Par e qui preede, le hoix naturel d'une primitive de 

 est
 = 
r
:
Le hamp de Reeb et le hamp de Liouville pour (


; 

) sont respetivement R

j
u2E
=
1
1+
2iu et X

j
u2E
=
1+

u
2
. En onlusion, la bration (L; B; C; ; 
; ) est fortement
admissible a base ompate au sens de la denition 4.1.2.
Verions maintenant les onditions tehniques (i) a (vi). Le ot de Liouville dans les bres
preserve la distribution horizontale et don dSj
H
 0. Par denition on a aussi j
H
 0 et
l'hypothese (i) est veriee. Toujours par denition, on a (R

)  1 et l'hypothese (ii) est
veriee. L'hypothese (iii) est veriee puisque la norme k (

 + 
)j
 1
H
k est uniformement
bornee par 1, en vue de 

(p; S)
j
H
= S

. Pour e qui est de l'hypothese (iv), il suÆt de
remarquer le fait que  est preservee par le transport parallele et don rj
V
 0. L'hypothese
(v) est lairement veriee par denition de 
r
, alors que, pour (vi), il suÆt de remarquer a
nouveau le fait qu'une homothetie dans les bres preserve H. L'appliation lineaire L qui derit
H en fontion de la distribution de referene H
0
= Hj
E
est alors nulle.
Remarque. Si on avait onsidere un bre L  ! B ave 
1
(L) = [℄, la me^me onstrution
aurait fourni un bre muni d'une forme sympletique 


=  d
r
+ d(r
2

r
), 0 <  < 1 pour
laquelle le hamp de Liouville aurait ete interieur X

=
 1+

u
2
, au sens ou son ot trivialise un
voisinage de l'inni en temps negatif, et non pas positif omme dans la denition des varietes
admissibles.
Exemple 4.1.3.a. (variante) Soit L  ! B un bre holomorphe en droites au-dessus d'une base
kahlerienne (B; ) veriant 
1
(L) = [℄. On note L

le dual omplexe de L. Pour toute metrique
hermitienne h sur L le bre unitaire en disques assoie a L

est une bration sympletique a
bord de type ontat.
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Exemple 4.1.4. Soit (B; ) variete sympletique fermee et L  ! B un bre en droites omplexes
tel qu'il existe un  > 0 ave

1
(L) =  [℄ :
Pour toute metrique hermitienne h sur L le bre en disques unitaires determine par h est une
bration sympletique a bord de type ontat au-dessus de B.
En eet, la onstrution de l'exemple 4.1.3 fournit 
r
2 

1
(L n 0
L
; R) telle que d
 
1


r

=


. On prendra 


= d
 
1


r

+ d(r
2

r
) ave X

(u) =
1=+

u
2
.
Exemple 4.1.4.a. (variante) Soit L  ! B un bre ample au-dessus d'une variete omplexe B.
Pour toute metrique hermitienne h sur L a forme de Chern positive, le bre unitaire en disques
assoie a L

est une bration sympletique a bord de type ontat au-dessus de B, la base etant
munie de la forme sympletique 
m
induite par un plongement projetif determine par L

m
,
m >> 0.
En eet, on aura 
1
(L

) =  
1
m
[
m
℄, m > 0.

Commentaire. Donnons un point de vue alternatif sur la forme de transgression assoiee a une
metrique hermitienne sur un bre holomorphe en droites L  ! B au-dessus d'une variete
omplexe B. La struture omplexe sur B determine un operateur

 : 

0;
(B)
L  ! 

0;+1
(B)
L :
Une fois que la metrique hermitienne h est xee on a un moyen anonique de lui assoier
une onnexion hermitienne r en demandant que sa partie de type (0; 1), denie omme la
omposition de la projetion 

1
(B) 
 L  ! 

0;1
(B) 
 L ave r :  (L)  ! 

1
(B) 
 L, soit
egale a

. On appelle la onnexion ainsi onstruite onnexion de Chern. Nous allons donner
maintenant une autre desription de la forme de transgression 
r
.
Denissons l'operateur d

: 


(L; C)  ! 

+1
(L; C) par
d

= J

d = i(  

) ;
ou J designe la struture omplexe sur L. Alors

d

= d

et d

est en fait un operateur reel
d

: 


(L; R)  ! 

+1
(L; R)
qui verie de plus
dd

=  2i

 :
J'aÆrme que
(4.4) 
r
=  
1
4
d

log r
2
:
En eet, il est faile de voir que ( d

log r
2
)
u
(u) = 0, ( d

log r
2
)
u
(iu) = 2. D'un autre o^te,
la restrition de d

log r
2
a H
r
est nulle puisque H
r
est invariante par J pour la onnexion
de Chern, alors que d log r
2
est nulle sur H
r
puisque le transport par parallelisme preserve la
norme des veteurs.
Pour utilisation ulterieure, notons que la denition de la plurisousharmoniite (strite) d'une
fontion f sera desormais
dd

f  0 (dd

f < 0) ;
4. La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Floer 125
au sens ou dd

f(; J ) est une forme hermitienne (denie) negative. Dans l'exemple 4.1.4.a le
bord du bre en disques onsidere est, d'apres ette denition, pseudo-onvexe: la ondition
dd

(  log r
2
)  0 signie exatement que log r
2
est une fontion plurisousharmonique, roissante
vers le bord - or ei est la denition de la pseudo-onvexite.
4.1.5 Comportement asymptotique : hamp de Reeb, hamp de Liouville, oordonnee
vertiale
Nous revenons dans ette setion au adre general xe dans 4.1.1 pour expliiter entre autres
les hamps hamiltoniens, les hamps de Reeb et les hamps de Liouville par rapport aux formes
(


; 

).
Champ hamiltonien. Soit f une fontion denie sur
b
E. On note X
f; 
son hamp hamiltonien
par rapport a 


, deni par

X
f;



= df :
On note X
f
le hamp hamiltonien de f dans la diretion des bres, deni par l'identite

X
f




F
z
= d
 
f


F
z

; z 2 B :
Pour tout veteur vertial Y
V
on a df(Y
V
) = 


(X
f; 
; Y
V
) = 
(X
V
f; 
; Y
V
) et, par onsequent,
(4.5) X
V
f; 
=
1

X
f
:
Pour tout veteur horizontal Y
H
on a
df(Y
H
) = (

 + 
)(X
H
f; 
; Y
H
):
En partiulier on trouve X
H
f; 
!0
+
 ! X
H
f; 0
, ou X
H
f; 0
est deni par
(4.6) (X
H
f; 0
)




H
= df


H
Nous pouvons e^tre enore plus preis sur l'asymptotique de X
H
f; 
. Erivons X
H
f; 
= X
H
f; 0
+R
H
f; 
pour obtenir
0 = (

 + 
)(X
H
f; 0
+R
H
f; 
; Y
H
)  

(X
H
f; 0
; Y
H
)
= (

 + 
)(R
H
f; 
; Y
H
) + 
(X
H
f; 0
; Y
H
) ; ou enore
0 = (

 + 
)(
1

R
H
f; 
; Y
H
) + 
(X
H
f; 0
; Y
H
) :
On en deduit
1

R
H
f; 
!0
+
 ! R
H
f; 0
deni par
(4.7) (R
H
f; 0
)




H
=  (X
H
f; 0
)



H
:
On pourra don erire
(4.8) X
H
f; 
= X
H
f; 0
+ R
H
f; 0
+ o
H
() :
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La notation o
H
() designe un hamp horizontal qui est un o().
Champ de Reeb. Soit R

le hamp de Reeb sur  par rapport a (


; 

). Il est deni par
(R

)




T
= 0; 

(R

) = 1 :
Le noyau de 





est de dimension 1 et le hamp de Reeb est proportionnel au hamp hamil-
tonien X
f; 
d'une fontion f : V()  !℄  1; 1[ telle que f
 1
(0) =  et df



6= 0. Posons
R

=  

X
f; 
= 


 (X
f
)

R

  

X
H
f; 0
  

R
H
f; 0
  

o
H
() :
En vue de X
f
= (X
f
)R

on pourra erire
1 = ( + )R

= 

h
 
1

(R

)(X
f
) 

(X
H
f; 0
) + (X
f
)

  

(R
H
f; 0
) + (X
H
f; 0
)

+ o
H
()
i
:
L'hypothese (R

) > 0 fore 

= O() et ela entra^ne



 !
 1
(R

)(X
f
)
;   ! 0
+
:
Finalement on trouve
(4.9) R

=

1
(R

)
+ o(1)

R

+

(R

)(X
f
)
X
H
f; 0
+ o
H
() :
On voit deja que la ondition (R

) 6= 0, assuree par l'hypothese (ii), est ruiale pour donner
l'asymptotique de R

.
Champ de Liouville. Soit Z

le hamp de Liouville orrespondant au ouple (


; 

), deni
par (Z

)


= 

. Un alul similaire aux preedents montre que Z

= Z
V

+ Z
H

, ave
Z
V

= Z +
1

Z
V
 1
; (Z)



V
= 


V
;
(Z
V
 1
)



V
= 


V
et (Z
H

)(

 + 
)j
H
= ( + )j
H
, ou enore
Z
H

= Z
H
0
+ Z
H
1
+ o
H
(); (Z
H
0
)




H
= 


H
;
(Z
H
1
)




H
=
 
  (Z
H
0
)




H
:
Coordonnee vertiale. La proposition qui suit a omme but de omparer les
oordonnees vertiales S et S

issues des hamps de Liouville Z et Z

.
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Proposition 4.1.5. Soit (E; B; F; ) = (int(); B; int(
z
); ), ave  une hypersurfae de triv-
ialisation pour un voisinage de l'inni, ommune aux hamps de Liouville Z et Z

, 0 <   
0
.
On note 	

:  [1; 1[ !
b
E n int(E) la trivialisation orrespondant a haque Z

, donnee par
	

(p; S

) = '
lnS

Z

(p); p 2 ; S

 1 :
Pour x 2
b
E nE on note S

(x) la deuxieme omposante de 	
 1

(x). De me^me, on note S(x) la
deuxieme omposante de 	
 1
(x). Il existe des onstantes m
1
, 
1
, M
1
, C
1
> 0 independantes
de  et x telles que, pour tout x 2
b
E n E et tout  > 0, on a
(4.10)

M
1
S(x) + C
1
 S

(x) 

m
1
S(x) + 
1
:
Demonstration. Pour un veteur X, la quantite dS(X) designe la omposante de X le long de

S
. On rappelle que S et S

designent, respetivement, les oordonnees le long des hamps de
Liouville Z et Z

, 0 <   
0
.
Par onstrution de la trivialisation par le hamp de Liouville dans les bres, on a Z = S

S
ou enore
dS(Z) = S :
La omposante sur

S
de Z

est
dS(Z

) = dS(Z) +
1

dS(Z
V
 1
) + dS(Z
H

) :
Comme (Z
V
 1
)
j
V
= j
V
on aura dS(Z
V
 1
) = (R

) et
dS(Z
V
 1
) 2 [m; M ℄ ;
ou m = inf (R

) et M = sup(R

). Finalement on utilise (Z
H

)(

 + 
)j
H
= ( + )j
H
et les hypotheses tehniques (i), (iii), (v) pour obtenir
jdS(Z
H

)j  C ;
ave C = sup k dSj
H
k  k (

 + 
)j
 1
H
k
 
sup k j
H
k + k j
H
k

. On deduit que la
omposante sur

S
dans Z

verie
(4.11) dS(Z

) 2 [S +
m

  C; S +
M

+ C℄ :
Pour le as d'un bre en droites, ette formule est enore plus expliite : dS(Z

) = S +
1

.
Pour failiter la leture, expliitons S

dans e as partiulier. Pour p 2  et S  1 on aura
'
t
Z

(p; S) = (p; (S +
1

)e
t
 
1

), ou enore '
ln S

Z

(p; 1) = (p; (1 +
1

)S

 
1

). Exprimer S

en
fontion de S revient a resoudre (1 +
1

)S

 
1

= S, e qui donne
S

(S) =

1 + 
S +
1
1 + 
:
Dans le as general on doit integrer la omposante

S
de Z

, qui verie (4.11). On obtient
S('
lnS

Z

(p; 1)) 2 [(1 +
m

  C)S

 
m

+ C; (1 +
M

+ C)S

 
M

  C℄, e qui donne
S
M
1
+ C
1
 S


S
m
1
+ 
1
;
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ave M
1
= M +  + C, C
1
=
M+C
+M+C
, m
1
= m +    C, 
1
=
m C
+m C
. Ces onstantes sont
bornees par rapport a  et la proposition est demontree.

Bord de type ontat. Finissons ette setion ave une proposition dont le ro^le est de
justier l'hypothese tehnique (ii).
Proposition 4.1.6. Soit (E; B; F; ) = (int(); B; int(
z
); ), ave  une hypersurfae de triv-
ialisation pour un voisinage de l'inni dans haque bre (f. (4.1) ; noter que E = ).
a) Une ondition neessaire pour l'existene d'un 
0
> 0 tel que E soit de type ontat par
rapport a (


; 

),  2℄0; 
0
℄ est
(R

)  0 :
b) Supposons (R

)  0 sur E. Il existe 
0
> 0 tel que la forme 

, 0 <   
0
soit une
forme de ontat sur E. De plus, l'existene, pour haque omposante onnexe de E, d'un
point p ou j
p
(R

) > 0 assure que le hamp de Liouville assoie a (


; 

) est exterieur le long
de E, 'est-a-dire le bord E est de type ontat par rapport a (


; 

),  2℄0; 
0
℄.
Demonstration. a) On travaille dans la bration a bord (E; B; F; ), ave  = E. Soit f une
fontion denie dans un voisinage de E dans E qui admet E omme niveau de maximum
regulier. Un hamp Z deni le long de E est exterieur si et seulement si df(Z) > 0. En
partiulier, le hamp de Liouville Z

deni par (Z

)


= 

est exterieur si et seulement
si df(Z

) > 0. Or df(Z

) = 


(X
f; 
; Z

) =  


(Z

; X
f; 
) =  

(X
f; 
). Ave (4.5) et (4.8)
l'hypothese entra^ne l'existene d'un 
0
> 0 tel que
0 > ( + )
 
1

X
f
+X
H
0
+O
H
()

=
1

(X
f
) + (X
H
0
) + (X
f
) +O(); 0 <   
0
:
On doit neessairement avoir (X
f
)  0, ou enore (R

)  0 vu que X
f
et R

sont non nuls,
proportionnels et de sens oppose.
b) Posons dimB = 2n et dimF = 2k. Tenant ompte de 


l
= 0, l > n on obtient
d( + )
n+k 1
^ ( + ) =

k 1

C
n
n+k 1



n


k 1
 + 
 
C
n 1
n+k 1



n 1


k
+ C
n
n+k 1



n


k 1


+O(
2
)

:
Une forme volume anonique sur E est donnee par 


n


k 1
. En un point p 2 E ou
j
p
(R

) > 0 le terme dominant dans l'expression preedente est 


n


k 1
, du me^me signe
que la forme volume anonique puisque (R

) > 0, (R

) = 1 > 0. Lorsque j
p
(R

) = 0 le
terme dominant est la forme volume me^me. Cela demontre que + est une forme de ontat
pour 0 <   
0
, ave 
0
> 0 suÆsamment petit.
En partiulier, le hamp de Liouville Z

est transverse au bord E pour  suÆsamment
petit. L'existene d'un point p tel que j
p
(R

) > 0 assure que Z

est exterieur en p et don sur
toute la omposante onnexe de E ontenant p.

4.2 Enone du theoreme prinipal ; strategie de preuve
4.2.1 Enone du theoreme prinipal
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Notation : On designe par
FH

(
b
E; [


℄)
les groupes de ohomologie de Floer de
b
E par rapport a un representant arbitraire de la
lasse d'isotopie de 


. La denition est oherente en vue de l'invariane par isotopie de la
(o)homologie de Floer.
Modulo une estimation d'energie que je n'ai pas enore pu demontrer, j'obtiens dans e
hapitre le resultat suivant :
Theoreme 4.2.1. (inomplet) (suite spetrale de type Leray-Serre ohomologique). N.B. : Tous les
groupes de ohomologie i-dessous sont alules a oeÆients dans un orps k xe.
Soit (
b
E; B;
b
F ; ; 
; ) une bration sympletique forte au sens de la denition 4.1.2, sat-
isfaisant aux onditions (i) a (vi) de la setion 4.1.1. On pose dimB = 2n, dimF = 2k. Pour
toute fontion de Morse f : B  ! R il existe une suite spetrale
 
E
p;q
r
(f)

r2
veriant les
proprietes suivantes :
  E
p;q
2
(f) = H
n+p
Morse
(B; f ; FH
q
(
b
F )), ou FH
q
(
b
F ) est un systeme de oeÆients sur B de
bre FH
q
(
b
F );
  E
p;q
r
(f) =) FH

(
b
E; [


℄), au sens ou il existe un k-espae vetoriel ltre L
f
isomorphe
a FH

(
b
E; [


℄) et tel que E
p;q
1
(f) = grL
f
.
  on a un morphisme de systemes de oeÆients  : FH

(
b
F )  ! H
k+
(F; F ) qui
onide sur haque bre ave le morphisme 

: FH

(
b
F
z
)  ! H
k+
(F
z
; F
z
), z 2 B.
Ii H

(F; F ) designe le systeme de oeÆients de Leray-Serre ohomologique assoie a
la bration a bord (E; B; F; ) (f. 4.1.6).
  on a un morphisme de suites spetrales  
r
: E
p;q
r
(f)  !
LS
E
n+p;k+q
r
, r  2 vers la suite
spetrale de Leray-Serre de la bration a bord (E; B; F; ), dont la limite
 
1
: E
p;q
1
(f)  !
LS
E
n+p;k+q
1
onide ave le morphisme induit par la ehe


: FH

(
b
E)  ! H
n+k+
(E; E). On sous-entend que la ehe 

preserve les ltra-
tions respetives sur FH

(
b
E) et H
n+k+
(E; E). De plus,  
2
onide ave le morphisme
induit par le morphisme de systemes de oeÆients .
Le theoreme 4.2.1 admet une formulation analogue en homologie, valable a oeÆients
entiers. Formellement, elle s'obtient en inversant les ehes et en ehangeant la position des
indies entre le bas et le haut. Le fait de pouvoir onsiderer des oeÆients entiers en formalisme
homologique est du^, omme nous l'avons deja vu au hapitre 2, a l'exatitude du fonteur de
limite indutive. Le theoreme 4.2.1 est formule a oeÆients dans un orps a ause du defaut
d'exatitude du fonteur de limite projetive lorsqu'on travaille sur un anneau arbitraire. Sa
demonstration s'aheve au 4.4.10. Je souligne de nouveau que, pour l'instant, la demonstration
est inomplete au sens ou il manque l'estimation d'energie pour trajetoires de Floer onjeturee
au 4.4.3.
4.2.2 Strategie de preuve
La demonstration s'appuie sur la onstrution d'une familleH

,  2℄0; 
0
℄ de hamiltoniens ayant
de bonnes proprietes par rapport a la struture de bration. Nous allons faire usage des groupes
4. La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Floer 130
d'homologie de Floer des H

alules respetivement par rapport aux formes sympletiques 


.
Ainsi, haque H

que nous onstruisons sera lineaire par rapport au hamp de Liouville Z

hors
d'un ompat. La famille (H

) sera \presque onale" au sens ou, pour tout hamiltonien K
asymptotiquement lineaire par rapport a un ertain Z

, il existe un H

tel que K  H

. Toute-
fois, les hamiltoniens H

ne sont pas simultanement asymptotiquement lineaires par rapport a
un me^me hamp de Liouville et a une me^me forme sympletique.
Denition 4.2.2. Une famille H

,  2℄0; 
0
℄ de fontions denies sur (
b
E; 


) est dite faiblement
onale si les suivantes onditions sont veriees :
a. H

0
 H

, 
0
  ;
b. haque H

est asymptotiquement lineaire par rapport a la forme 


et au hamp de Li-
ouville Z

;
. (H

)
2℄0; 
0
℄
est une famille onale pour la relation d'ordre usuelle  dans la lasse
fK : S
1

b
E  ! R : Kj
S
1
E
< 0; K asymptotiquement lineaire par rapport a un Z

g :
Denition 4.2.3. Soient z
1
; : : : ; z
m
des points xes sur la base B. On dit qu'une famille faible-
ment onale de hamiltoniens H

,  2℄0; 
0
℄ est normalisee au-dessus des points z
1
; : : : ; z
m
si les orbites 1-periodiques d'ation plus grande que 0
 
de H

, 0 <   
0
par rapport a 


apparaissent dans les bres
b
F
z
i
, 1  i  m et sont transversalement non degenerees.
Denition 4.2.4. Soient z
1
; : : : ; z
m
des points xes sur la base B. On dit que le ouple (
; )
est normalise au-dessus des z
i
, 1  i  m s'il existe des voisinages V
i
3 z
i
, 1  i  m tels que
V
i
\ V
j
= ;, i 6= j ave les proprietes suivantes :
  la distribution horizontale H est preservee par le ot de Liouville dans les bres ;
  il existe une hypersurfae  qui trivialise un voisinage de l'inni dans
b
E telle que la
distribution horizontale soit tangente aux niveaux  fSg, S  S
0
;
  
j
H
= g
i
 

j
H
dans 
 1
(V
i
), 1  i  m, ave g
i
des fontions non negatives.
On pourra noter que, pour les bres en doites hermitiens a ourbure negative (f. 4.1.4), les
trois proprietes i-dessus sont valables globalement sur l'espae total et non seulement au-dessus
de petits voisinages sur la base.
Les deux onstrutions fondamentales de la demonstration sont resumees dans les deux
propositions qui suivent. Les preuves seront donnees dans la setion 4.3.
Proposition 4.2.5. Pour toute famille z
1
; : : : ; z
m
de points sur la base B il existe un ouple
(

0
; 
0
) satisfaisant aux hypotheses (i), (ii), (iii) de la setion 4.1.1, normalise au-dessus des
z
i
, 1  i  m ave 

0
isotope a 
 et tel que (
b
E; 

0
; 
0
) est une bration sympletique forte au
sens de la denition 4.1.2.
Proposition 4.2.6. Soit f : B  ! R une fontion de Morse. Supposons que le ouple (
; )
est normalise au-dessus de Crit(f) et verie les onditions (i), (ii), (iii) de la setion 4.1.1. Il
existe une famille de hamiltoniens H
; 
, 0 <   
0
, 0 <   
max
= 
max
() ave les proprietes
suivantes:
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a. H
; 
, 0 <   
max
est asymptotiquement lineaire par rapport a Z

. Il existe des on-
stantes a; b > 0 (independantes de ) telles que
k
a
 H
; 
 k
b
; 0 <   
max
;
ou k

= k

(S

) est la famille usuelle de hamiltoniens lineaires de pente  hors d'un
voisinage de E = int() (Figure 1.1 (3)).
b. les orbites 1-periodiques de H
; 
par rapport a 


dont l'ation est plus grande que 0
 
apparaissent dans les bres au-dessus de Crit(f) et sont transversalement non degenerees.
. la famille H

= H
; 
max
est faiblement onale et normalisee au-dessus de Crit(f).
d. la fontion 
max
() est deroissante par rapport a  et tend vers +1 lorsque  tend vers
zero.
Voii, brievement, le plan de la preuve pour le theoreme 4.2.1, une fois la famille H
; 
de
la proposition 4.2.6 onstruite.
Le point de depart de notre argument est le suivant. A ause du fait que la distribution
horizontale n'est pas tangente aux niveaux fSg, S  1 et n'est generalement pas preservee
par les ots des hamps de Liouville Z

ou me^me Z, il n'y a pas de relation a priori entre les ar-
ateristiques sur le bord E de la bration \tronquee" (E; B; F; ) = (int(); B; int(
z
); )
et les arateristiques sur les bords des bres. Ii z 2 B designe un point arbitraire et  est
une hypersurfae de trivialisation pour un voisinage de l'inni dans
b
E. Une situation typique
serait elle ou les arateristiques sur E s'eloignent arbitrairement loin de la bre ontenant
un point initial. La maniere direte de proeder pour aluler la (o)homologie de Floer de
l'espae total par rapport a la forme sympletique 


pour un  2℄0; 
0
℄ xe serait de trivialiser
b
E par le ot du hamp de Liouville Z

et de onsiderer sur
b
E une famille onale habituelle
(voir Figure 1.1 (3)). Or, a ause du phenomene derit i-dessus, ette approhe ne peut pas
mettre en evidene une quelonque relation entre la (o)homologie de Floer de l'espae total et
elle de la bre.
L'idee est alors de onsiderer sur
b
E une famille onale de hamiltoniens admissibles dont
les orbites 1-periodiques (d'ation positive) ont un bon omportement geometrique, pluto^t que
dynamique. J'entends par ela que les orbites 1-periodiques d'ation positive orrespondent
a des arateristiques pour la restrition de 
 au bord de ertaines bres, et non pas a des
arateristiques pour la restrition de 


au bord de l'espae total. Une telle famille al-
ulera la (o)homologie de l'espae total et permettra en me^me temps, gra^e a ses proprietes
geometriques, de mettre en evidene sur le omplexe de Floer une ltration a la maniere du
omplexe de Morse pour une bration lisse (f. hapitre preedent).
L'observation qui fait marher ette approhe est la suivante. Considerons sur   [1; 1[
munie de la forme sympletique 


un hamiltonien de la forme k

(S), ave k

onvexe, k

(1) =
0 et k
0

  hors d'un petit voisinage de 1 (f. Figure 1.1 (3)). Le hamp hamiltonien est alors
de la forme
X
k

=  k
0

(S)R

+ k
0

(S)
 
X
H
0
+O
H
(
2
)

:
Les orbites periodiques de X
k

ne sont pas ontenues dans les bres preisement a ause de
la presene du terme perturbatif X
H
0
+ O
H
(
2
). Neanmoins, e terme peut e^tre domine si on
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rajoute un terme de orretion de la forme 

X
H
, ave X
H
un hamp dont on onna^t les
orbites periodiques et  un reel positif stritement plus petit que 1 : pour  tres petit on aura


>>  et les orbites de 

X
H
\dominent" les orbites de X
H
0
. Sous ertaines onditions,
ette approhe permet de onner les orbites 1-periodiques dans les bres.
Le ro^le de la normalisation du ouple (
; ) devient maintenant lair : le terme pertur-
batif dispara^t au-dessus des voisinages V
i
de la proposition 4.2.5. Le terme X
H
sera le releve
horizontal du hamp hamiltonien d'une fontion de Morse f : B  ! R, ayant omme points
ritiques les z
1
; : : : ; z
m
2 B de la proposition 4.2.5. De ette faon, les orbites 1-periodiques du
hamiltonien 



f + k

(S) seront ontenues dans les bres ritiques de 

f si la pente  n'est
pas trop grande (en pratique, la pente maximale doit e^tre de l'ordre de 
 1++Æ
, ave Æ > 0 tel
que + Æ < 1).
Enore faut-il rendre e hamiltonien asymptotiquement lineaire par rapport au hamp de
Liouville Z

. Cela est realise par une onstrution \en ehelle", derite dans la demonstration de
la proposition 4.2.6, similaire a elle qui a ete realisee pour demontrer la formule de Kunneth.
Les orbites 1-periodiques parasites n'interviennent pas dans le alul des groupes d'homologie de
Floer puisque leur ation est (tres) negative. Le fait de ontro^ler leur ation justie notamment
les hypotheses tehniques (i) et (ii) de la setion 4.1.1. Je note plus bas par H

le hamiltonien
redresse a l'inni.
Le fait de rendre le hamiltonien 



f + k

(S) asymptotiquement lineaire par rapport
a Z

n'est nullement un simple artie tehnique. La possibilite de faire ette onstrution
renferme en soi le fait que 



f+k

(S) s'insere dans une famille qui ontient des representants
signiatifs d'un point de vue dynamique. Autrement dit, ei est l'outil ahe qui, via l'existene
des morphismes de monotonie en homologie de Floer (1.11), permet de relier l'information
geometrique a l'information dynamique sur l'espae total de la bration.
Comme nous l'avons preise plus haut, le terme perturbatif k
0

(S)
 
X
H
0
+ O
H
(
2
)

peut
e^tre ontro^le tant que la pente maximale  est de l'ordre de 
 1++Æ
. Pour aluler l'homologie
non tronquee de
b
E nous devons permettre des pentes arbitrairement grandes et ela demande
de faire tendre  vers zero. Cela explique l'enone 4.2.6 et les passages a la limite que nous
utiliserons maintes fois par la suite.
Toute la disussion preedente onerne uniquement les orbites 1-periodiques de ertains
hamiltoniens i.e. les generateurs du omplexe de Floer. Mais il faut aussi ontro^ler les traje-
toires de Floer sur l'espae total. Pour omprendre l'approhe que je propose, il faut se rappeler
le adre de la suite spetrale de Leray-Serre en (o)homologie de Morse : un des ingredients fon-
damentaux de ma onstrution etait le fait de travailler ave des trajetoires de pseudo-gradient
sur l'espae total. Celles-i se projetaient sur des trajetoires de gradient sur la base et ela
assurait que la dierentielle de Morse preservait la ltration par les indies des points ritiques
sur la base.
Je propose une approhe similaire dans le adre sympletique. Au lieu de l'equation de
Floer habituelle 
J
u = JX
H

je vais onsiderer l'equation

J
u = 

^
J
B
X
f
 J
V
X
V
H

;
orrespondant au hamp de pseudo-gradient negatif pour la fontionnelle d'ation
X
 
x()

=  
 
J _x  

^
J
B
X
f
 J
V
X
V
H


; x() 2 C
1
ontr
(S
1
;
b
E) :
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Ci-dessus X
f
est le hamp hamiltonien de la fontion de Morse f : B  ! R, J
B
est une
struture presque omplexe sur B, J
V
est une struture presque omplexe sur la distribution
vertiale V , X
V
H

est la omposante vertiale du hamp hamiltonien de H

par rapport a 


et
le symbo^le e designe le releve horizontal d'un hamp sur la base. Le hamp de pseudo-gradient
X onide ave  rA
H

au voisinage des points ritiques (en fait, pour tout laet x() ontenu
dans un 
 1
(V
i
)). La theorie Fredholm et le theoreme de ompaite pour l'equation de Floer
peuvent e^tre transposes pour le hamp de pseudo-gradient et, omme X peut e^tre raorde a
 rA
H

par une famille de pseudo-gradients du me^me type, l'homologie du omplexe de Floer
assoie a X alule l'homologie de Floer habituelle du hamiltonien H

.
Une ompliation supplementaire est issue du fait que le hamiltonien 



f + k

a du^
e^tre \redresse" pour le rendre asymptotiquement lineaire. L'equation ave laquelle nous allons
reellement travailler sera u
s
= Y(u), ou
Y
 
x()

=  
 
J _x  Y


;
ave Y

= 

^
J
B
X
f
 J
V
X
V
H

sur  [1; 2A℄ et Y

= rH

sur  [3A; 1[.
La propriete essentielle du hamp X etait le fait que les solutions de u
s
= X (u) sur
b
E se
projettent sur des solutions de u = rf sur B. Lorsqu'on hange l'equation de X a Y ette
propriete est detruite. Cela demande de montrer que les trajetoires de Floer reliant des orbites
d'ation positive doivent rester a l'interieur du ompat S  2A. Cei implique une estimation
d'energie apparentee au lemme 2.4.1 et au lemme de monotonie hamiltonienne de K. Cieliebak
[Ci℄. Comme je l'ai deja dit dans l'introdution au hapitre, ei est une etape de la preuve
du theoreme 4.2.1 que je n'ai pas enore pu mettre au point. Je donnerai des expliations qui
plaident en faveur de son existene et j'espere pouvoir la demontrer rigoureusement dans un
futur prohe.
La n de la preuve passe par une analyse soignee de la faon dont les dierents objets
algebriques qui sont impliques dans la onstrution passent a la limite quand  tend vers zero.
Dans le as des bres en droites a ourbure negative l'estimation d'energie dont il est
question i-dessus est inutile : les orbites du hamiltonienH

= 

e
f+k

(S) sont ontenues dans
les bres ritiques de
e
f pour toute valeur de la pente , le hamiltonien est asymptotiquement
lineaire et le hamps de pseudo-gradient X onide ave  rA
H

. Cela fait que la onstrution
en \ehelle" presentee i-dessus n'est plus neessaire, pas plus que l'estimation d'energie.
4.3 Formes sympletiques et hamiltoniens normalises
Je presente dans ette setion la demonstration des propositions 4.2.5 et 4.2.6.
4.3.1 Formes sympletiques
La motivation de la proposition 4.2.5 est la suivante. Le hamp hamiltonien d'une fontion du
type H
; 
= 

e
f + k

par rapport a la forme sympletique 


s'erit
X
H
; 
; 
=



^
X
f; base
+ k
0

(S)X
H
0
+O
H
(
1+
)

+

  k
0

(S)R


:
La omposante horizontale X
H
0
est non nulle des que la distribution H n'est pas tangente
aux niveaux   fSg, S  1 et ela fait que, en general, les orbites de X
H
; 
; 
ne sont pas
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ontenues dans les bres. Rappelons que le prinipe de onstrution de la suite spetrale en
homologie de Morse etait de mettre en evidene sur l'espae total une fontion de Morse dont
les points ritiques apparaissaient \par paquets" dans des bres onvenablement hoisies. En
vue de e modele, nous voudrions que les orbites 1-periodiques d'ation positive de X
H
; 
; 
soient loalisees et orrespondent a des arateristiques (eventuellement reparametrees) dans
les bres. Cela est realisable par une deformation du ouple (
; ) au-dessus d'un nombre ni
de points xes sur la base. Nous expliquons maintenant ette onstrution.
Demonstration de la proposition 4.2.5. Soit z 2 B. Nous allons montrer omment deformer le
ouple (
; ) au-dessus d'un petit voisinage de z.
La premiere etape onsiste a se plaer dans une trivialisation onvenable. Pour ela, notons
que la ondition d
 = 0 entra^ne le fait que le transport parallele par rapport a la onnexion
horizontale H preserve les restritions de 
 aux bres (f. [MSa℄ Lemme 6.18 ou [GLSW℄). On
hoisit une boule ouverte U
0
3 z entree en z et on onsidere la trivialisation T :
b
F
z
 U
0
 !
b
Ej
U
0
donnee par le transport parallele radial dans U
0
. La restrition de la forme T


 aux bres
b
F
z
 fz
0
g est alors egale a 

z
.
Considerons des ouverts relativement ompats z 2
e
V 
e
U  U
0
et une fontion lisse
 : U
0
 ! [0; 1℄ telle que   1 sur
e
V et supp() 
e
U . On pose

1
= 
0
+ (1  ); 

1
= d
1
;
ave 
0
= pr

1

z
. En notant 

0
= d
0
on peut erire


1
= 

0
+ (1  )
 + d ^ (
0
 ) :
J'aÆrme que, lorsque
e
U est suÆsamment petit, le ouple (

1
; 
1
) verie les onditions
imposees dans la premiere setion. Nous allons etudier la distribution horizontale de 

1
. On
note



= 

0
+ (1  )

et
H

= V
?



:
On voit failement, en utilisant le fait que 
 et 

0
ont les me^mes restritions aux bres, que la
distribution horizontale H

est donnee par
H

= graphe

(1  )L : H
0
 ! V
	
;
ou L : H
0
 ! V est telle que H = graphe

L : H
0
 ! V
	
. Soit maintenant H
1
la distribution
horizontale de


1
= 


+ d ^ (
0
 ) :
Tout veteur X 2 H
1
peut e^tre deompose de maniere unique omme
X = X

+ Y

;
ou X

2 H

et Y

= Y

(X

) 2 V est uniquement determine par X

(on peut reformuler ela
en disant que H
1
est le graphe de l'appliation lineaire Y

: H

 ! V ). Pour tout Y 2 V on a


1
(X; Y ) = 0 = (


+ d^ (
0
 ))(X

+Y

; Y ) = 


(Y

; Y ) + d(X

)  (
0
 )(Y ). Ainsi,
le veteur Y

est determine par les relations Y

2 V et
(4.12) (Y

)
j
V
=  d(X

)  (
0
 )j
V
;
4. La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Floer 135
ou enore
Y

=  d(X

) 
 

j
V

 1
(
0
 ) :
On regarde dans ette derniere formule 
j
V
omme agissant par produit interieur de V dans
son dual V

. Notons l'inegalite
(4.13) k Y

k
Vert
 C k d k  k X

k
Horiz
 k 
0
  k
Vert
:
Le point ruial est de montrer que la non-degeneresene de 

 + 

1
est preservee pour
 suÆsamment petit. C'est justement le ro^le des onditions (iv) - (vi). Tout d'abord, la forme


 + 


est non degeneree pour  suÆsamment petit. Pour voir ela, alulons la restrition
de 


a H

. Soient X
1
, X
2
deux veteurs dans H
0
. On a



(X
1
+ (1  )LX
1
; X
2
+ (1  )LX
2
)
=
 


0
+ (1  )


(X
1
+ (1  )LX
1
; X
2
+ (1  )LX
2
)
= (1  )
2


0
(LX
1
; LX
2
) + 

0
(X
1
; X
2
) + (1  )
(X
1
+ LX
1
; X
2
+ LX
2
)
+(1  )
2

(LX
1
; LX
2
)
= (1  )
j
V
(LX
1
; LX
2
) + (1  )
(X
1
+ LX
1
; X
2
+ LX
2
) :
Dans la derniere expression obtenue, 'est sur le terme vertial qu'on doit imposer un ontro^le : il
pourrait a priori avoir une ontribution enorme et detruire la non-degeneresene de 

+


.
C'est ii qu'intervient la ondition (vi) : elle assure que l'appliation bilineaire 
j
V
(L; L) est
bornee uniformement par rapport a la relevee d'une metrique sur la base. Cela entra^ne la
non-degeneresene de 

 + 


pour  suÆsamment petit.
Calulons maintenant la restrition de 

1
a H
1
. Soient X
1

, X
2

deux veteurs quelonques
dans H

. On a :


1
(X
1

+ Y
1

; X
2

+ Y
2

)
=
 



+ d ^ (
0
 )

(X
1

+ Y
1

; X
2

+ Y
2

)
= 


(X
1

; X
2

) + 
j
V
(Y
1

; Y
2

) + d ^ (
0
 )(X
1

; X
2

)
+d(X
1

)  (
0
 )(Y
2

)  d(X
2

)  (
0
 )(Y
1

) :
On a besoin de borner dans la derniere expression tous les termes autres que 


. C'est ii
qu'on utilise la ondition (iv) : si rj
V
est borne on deduit que la dierene (
0
  )j
V
est
uniformement bornee en la taille de l'ouvert
e
U , alors que d est bornee en l'inverse de la taille de
e
U . Cela impose des bornes uniformes sur tous les termes en question, y ompris sur d^(
0
 )
(pour e dernier, on utilise aussi le fait que j
H
est bornee par (i)).
Cela assure la non-degeneresene de 

+ 

1
pour  suÆsamment petit. Montrons main-
tenant que les onditions (i), (ii), (iii) de la setion 4.1.1 sont veriees. Pour prouver que dSj
H
1
est borne ommenons par remarquer le fait que dSj
H

est borne. Nous avons utilise plus haut
le fait que r est bornee pour deduire que k Y

k est borne. Mais l'hypothese (iv) est plus
forte: r = O(
1
p
S
) entra^ne que Y

est aussi un O(
1
p
S
) i.e. la omposante sur

S
est bornee
(e dernier est de taille
1
p
S
). Cela veut preisement dire que dSj
H
1
est borne. Le fait que j
H
1
est borne est immediat par l'hypothese (v). Pour e qui est de 
1
j
H
1
, on utilise le fait que ÆL
est borne par (vi) (ainsi que l'hypothese initiale j
H
borne) pour deduire que j
H

est borne,
et on applique ensuite le me^me raisonnement que pour dSj
H
1
pour onlure: la norme de j
V
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est de l'ordre de
p
S et la norme de Y

est un O(
1
p
S
). Cela demontre la validite de (i). En vue
du fait que  n'a pas ete modiee dans la onstrution, l'hypothese (ii) est aussi veriee. Pour
e qui est de l'hypothese (iii), il suÆt d'observer que k 
j
H
1
k est de l'ordre de onst:+ k 
 k
et d'utiliser l'hypothese (iii) initiale sur (

 + 
)j
 1
H
.
Le ouple (

1
; 
1
) est evidemment isotope au ouple (
; ) en gardant tous les niveaux
 fSg, S  1 de type ontat. L'invariane par isotopie de l'homologie de Floer assure que
les groupes d'homologie alules par rapport a 

 + 

1
et 

 + 
 seront les me^mes, pour
tout  > 0 suÆsamment petit. 
4.3.2 Hamiltoniens
Je suppose desormais que, etant donnes des points z
1
; : : : ; z
m
sur B, la forme 
 est normalisee
par la onstrution preedente au-dessus de voisinages V
i
3 z
i
, 1  i  m ave V
i
\V
j
= ;, i 6= j.
Cela signie que la distribution horizontale est tangente a  fSg, S  1 et que 
j
H
= 0 au-
dessus de haque V
i
. Je presente la onstrution d'une famille de hamiltoniens H
; 
, 0 <   
0
,
0 <   
max
= 
max
() qui verie les onditions de la proposition 4.2.6.
On xe une fontion de Morse f : B  ! R dont les points ritiques sont z
1
; : : : ; z
m
2 B.
On prendra
f  0
et f suÆsamment petite en norme C
2
par rapport a une metrique xee sur la base. Sur le
modele du omplexe de Morse, on onsidere la fontion suivante sur E = int() :
(4.14) f

= 

e
f + h; h = 
n
X
i=1
e
i
f
i
+ ; 0 <  < 1 :
Le e indique le releve a E d'une fontion sur la base, les 
i
sont des fontions de tronature
a support dans les V
i
et valant 1 au voisinage des z
i
, les f
i
sont les transportees sur 
 1
(V
i
)
d'une fontion de Morse sur la bre generique qui est roissante vers le bord F = 
z
i
. Le
parametre  > 0 est hoisi suÆsamment petit et  est une fontion a support dans un voisinage
du bord E, hoisie de faon a e que h soit roissante vers le bord E =  et admette elui-i
omme niveau regulier. On demande aussi que h soit stritement negative sur E et qu'elle
depende uniquement de S au voisinage de E, ave une derivee suÆsamment petite (positive)
par rapport a S. En partiulier on aura aussi
f

< 0 :
Il faut noter que le hamiltonien f

peut aussi s'erire f

= 

 
e
f + 
1 
h

: il faut le voir omme
un petit multiple du hamiltonien
e
f + 
1 
h. Cette derniere fontion a exatement la forme
utilisee dans la desription de la suite spetrale de Leray-Serre en homologie de Morse. En
partiulier, 'est une fontion de Morse lorsque  est suÆsamment petit.
Les hamiltoniens H
; 
que nous allons onstruire valent f

sur E = int(). Ils sont denis
omme suit, les parametres A, A
0
, B, B
0
et 
max
devant e^tre hoisis onvenablement plus bas.
I. sur  [1; A℄ on pose
H
; 
= 

e
f + H
A

; 0 <   
max
:
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Le hamiltonien H
A

= H
A

(S) a ete deni au hapitre onernant la formule de Kunneth :
sa derivee ro^t tres vite au voisinage de 1 jusqu'a e^tre egale a , ensuite elle reste onstante
egale a  jusqu'au voisinage de A ou elle dero^t tres vite jusqu'a zero (Figure 2.2). On
designe par C() la valeur maximale atteinte par H
A

et on aura
C()  (A  1) :
II. sur  [A; A
0
℄ : H
; 
= 

e
f + C() .
III. sur  [A
0
; B℄ on pose
H
; 
= (S)

e
f + C() :
Ii (S) designe une fontion deroissante qui vaut 1 au voisinage de A
0
et 0 au voisinage
de B, dont la derivee est majoree (en module) par
2
B A
0
.
IV. sur  [B; B
0
℄ : H
; 
= C() .
V. sur  [B
0
; 1[ on pose
H
; 
= C() + k

(S

) :
Demonstration de la proposition 4.2.6.
(a) L'asymptotiite lineaire de H
; 
par rapport au hamp de Liouville Z

est veriee par
onstrution. Pour demontrer l'existene des onstantes a; b independantes de  telles que
k
a
 H
; 
 k
b
; 0 <   
max
il suÆt de montrer
(4.15) a(S

  1) 

H
; 
 b(S

  1);  > 0 ;
ou

H
; 
est onstruit a partir de H
; 
en ignorant
e
f et les lissages, a savoir :
 

H
; 
= 0 sur E ;
 

H
; 
= (S   1) sur  [1; A℄ ;
 

H
; 
= 

C() sur  [A; B
0
℄, ave

C() = (A  1) ;
 

H
; 
= 

C() + (S

 
e
B), ou
e
B est un niveau de S

qui intersete   fB
0
g - et le
hoix des onstantes a et b onviendra independamment du point d'intersetion hoisi et
independamment de .
Pour resumer les onsiderations qui vont suivre, on pourrait dire que tout deoule de
l'inegalite fondamentale (4.10) :
S
M
1
+ C
1
 S


S
m
1
+ 
1
.
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Cela entra^ne
m
1
(S

 
1
)

 S 
M
1
(S

 C
1
)

, ou enore
m
1
(S

  
1
)    (S   1) M
1
(S

  C
1
)   :
On aura ainsi
m
1
2
(S

  1) 

H
; 
 2M
1
(S

  1)
pour S 2 [1; A℄. Par la suite nous hoisirons B
0
tel que B
0
 6M
1
A. Cela fait qu'une estimee
du me^me type sera valable pour S 2 [1; B
0
℄ et on aura
a(S

  1) 

H
; 
 b(S

  1) ;
ave a = minf
m
1
12M
1
; 1g, b = maxf6M
2
1
; 1g. Cela demontre l'aÆrmation (a).
(b) Soit Æ > 0 tel que 1      Æ > 0. On peut supposer sans perte de generalite que le
spetre de haque bre 
z
, z 2 Crit(f) est disret et injetif. On hoisit alors

max
= 
max
() 
1

1  Æ
;
ave 
max
() =2 Spe(
z
), z 2 Crit(f). Desormais la pente  sera entendue omme variant entre
0 et 
max
(). On note 

> 0 la distane de 
max
a la plus prohe valeur appartenant a l'un des
spetres de 
z
, z 2 Crit(f). Nous allons hoisir les parametres A, A
0
, B, B
0
onvenablement
pour que les orbites 1-periodiques d'ation positive soient entierement ontenues dans les bres
ritiques de
e
f . Les hoix suivants onviendront :
A =
2M
  

; A
0
= 3A; B = 2A
0
; B
0
=M
1
B ;
ave M = sup
V()
(R

) et M
1
donne dans (4.10).
Examinons d'abord la situation sur les zones (I) et (II). Pour la ommodite de la leture,
nous erivons h(S) au lieu de H
A

(S). Le hamp hamiltonien est
X
H
; 
; 
=



^
X
f; base
+ h
0
(S)X
H
0
+O
H
(
1+
)

+

  h
0
(S)R


:
Les deux termes entre grandes parentheses orrespondent a la omposante horizontale et ver-
tiale, respetivement. Noter que, au-dessus des ouverts V
i
au dessus desquels le ouple (
; )
est normalise, la omposante horizontale est simplement 

^
X
f; base
. J'aÆrme que les orbites
de periode plus petite que 1 du hamp hamiltonien X
H
; 
; 
apparaissent dans les bres
b
F
z
,
z 2 Crit(f).
Le point ruial ii est que, lorsque  est suÆsamment petit, le terme dominant dans la
omposante horizontale de X
H
; 
; 
est le releve du hamp hamiltonien de la fontion 

f sur
la base. Or la fontion f a ete hoisie suÆsamment petite en norme C
2
pour que ses orbites de
periode plus petite que 1
+
soient onstantes (donnees par ses points ritiques) et ela entra^ne
que les orbites 1-periodiques de H
; 
dans les zones (I) et (II) sont ontenues dans les bres
ritiques de
e
f .
Montrons que le terme dominant est eetivement 

^
X
f; base
. Notons V
i
les voisinages des
points ritiques de f au-dessus desquels le ouple (
; ) est normalise. On distingue deux
regions interessantes dans  [1; A
0
℄:
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i. la region
[
i

 1
(V
i
). Ii la omposante horizontale du hamp hamiltonien est 

^
X
f; base
.
Les seules orbites periodiques ontenues dans ette region sont elles entierement on-
tenues dans une bre ritique.
ii. la region


[
i

 1
(V
i
)

. Il existe une onstante  > 0 telle que, pour tout x 2

 
[
i

 1
(V
i
)

on a
k X
f; base
(x) k  > 0 :
D'un autre o^te, dSj
H
est bornee et on deduit l'existene d'une onstante C > 0 telle que
k X
H
0
k C :
En onsequene, tenant ompte du fait que h
0
(S)  1=
1  Æ
, on obtient pour  suÆsam-
ment petit
k h
0
(S)X
H
0
+O
H
(
1+
) k
k
^


X
f; base
k
 
Æ
C
0

<< 1 :
Cela montre que, pour  > 0 suÆsamment petit, le terme dominant dans X
H
H

; 
est le hamp


^
X
f; base
. Par onsequent, les orbites 1-periodiques de H
; 
dans les zones (I) et (II) sont
entierement ontenues dans les bres au-dessus des points ritiques de f .
Le hoix des parametres A et A
0
fait que les orbites 1-periodiques d'ation positive sont
loalisees au voisinage de S = 1. On a vu que, dans la zone (I), les orbites 1-periodiques sont
loalisees au voisinage de 1 et de A. L'ation des orbites situees au voisinage de 1 vaut environ
h
0
(S)
  R
1
0
(R

) + 

, elle est positive et omprise dans l'intervalle [T
0
(m+ ); (M + )℄, ave
m = inf (R

), M = sup(R

), l'inmum et le supremum etant pris au voisinage de S = 1.
L'ation des orbites situees au voisinage de A vaut environ h
0
(S)
  R
1
0
((R

)+ A

  (A  1).
Sa valeur maximale est
(  

)(M + A)  (A  1) = (  

)M   A

+ 
 M  A

+ 
+
:
On voit que le hoix A =
2M


assure que l'ation de es orbites tend vers  1 lorsque !1.
Les orbites 1-periodiques situees dans la zone (II) sont les onstantes dans les bres ritiques
de
e
f . Elles ont une ation environ egale a  (A   1) qui tend vers  1 lorsque  ! 1. Le
hoix de A
0
egal a 3A ne joue pas de ro^le essentiel : e qui importe, 'est d'avoir A
0
= O(A).
Examinons maintenant la situation dans la zone (III). Le hamp hamiltonien est
X
H
; 
; 
= 


(S)
^
X
f; base
+
e
f
0
(S)X
H
0
+O
H
()

+
e
f


 

0
(S)

R


:
A ause du terme (S) qui devient, au voisinage de B, tres petit et qui appara^t en fateur
devant
^
X
f; base
, on ne peut plus appliquer diretement l'argument preedent pour loaliser
d'emblee les orbites 1-periodiques dans les bres ritiques. Mais nous allons montrer que les
eventuelles orbites 1-periodiques qui apparaissent dans ette zone ont une ation suÆsamment
negative.
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En eet, la ontribution d'aire donnee par le terme vertial est plus petite que
(4.16)
1

1 
k
e
f k
C
0
M
B  A
0
+ 2

k
e
f k
C
0 :
On utilise le fait (deja vu dans le hapitre onernant la formule de Kunneth) que j
0
(S)Sj  2
des que B  2A
0
. D'un autre o^te, la ontribution d'aire donnee par le terme horizontal est
plus petite que
(4.17) 

C k f k
C
1
;
ou C est une onstante qui prend en ompte les bornes sur les restritions de  et  a la
distribution horizontale. Dans les deux quantites (4.16) et (4.17) 'est le terme en 1=
1 
qui
est dominant. Le terme negatif intervenant dans l'ation est  (A  1). Pour  = 
max
il est
de l'ordre de 1=
1  Æ
et don plus petit que le terme dominant ! La situation est toutefois
remediee gra^e a la presene du fateur 1=(B  A
0
) dans e dernier : tout hoix de B tel que
(4.18) B  A
0
=
1

2Æ
assure que le terme dominant est de l'ordre de 1=
1  2Æ
i.e. beauoup plus petit que 1=
1  Æ
pour  est suÆsamment petit. La ondition (4.18) est automatiquement satisfaite si on prend,
omme annone, B = 2A
0
: en eet, A est beauoup plus grand que
1

, alors que
1

2Æ
<<
1

pour  est suÆsamment petit et Æ <
1
2
.
Traiter l'ation des orbites dans les zones (IV) et (V) est beauoup plus simple. Dans la
zone (IV), elle est evidemment negative. Pour assurer que dans la bande B  S  B
0
on trouve
au moins un niveau omplet S

= t, on hoisira par exemple
(4.19) B
0
=M
1
B :
Dans la zone (V) l'ation est de nouveau negative et son alul ne pose auun probleme en vue
du fait que H
; 
depend maintenant de S

. Noter que sa roissane etait jusque-la du me^me
ordre de grandeur que elle d'un hamiltonien lineaire dependant de S

.
La non-degeneresene transverse des orbites 1-periodiques est assuree par le fait que f est
une fontion de Morse et (H
A

)
00
> 0 aux niveaux S sur lesquels apparaissent elles-i (nous
avons hoisi  =2 Spetre(
z
)). Le point b) est don demontre.
Les points ) et d) sont evidents par onstrution et la proposition 4.2.6 est demontree.

4.4 Redution du theoreme prinipal a une estimation d'energie
4.4.1 Equation de Floer modiee et estimations d'energie
Je preise dans e qui suit l'equation de Floer ave laquelle je travaille, je demontre qu'elle
orrespond a un hamp de pseudo-gradient negatif et je mets en evidene l'estimation d'energie
qui manque pour avoir une demonstration omplete du theoreme 4.2.1.
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Equation de Floer. Considerons un hamiltonien H
; 
:
b
E  ! R donne par la proposition
4.2.6. Le hamp hamiltonien de H
; 
par rapport a 


est
(4.20)
X
H
; 
; 
=
8
>
>
<
>
>
:
 


f
X
f
+ X
H
0
+O
H
(
1+
)

+
 
  h
0
(S)R


; pour 1  S  3A ;


 
(S)
f
X
f
+
e
f
0
(S)X
H
0
+O
H
()

+
e
f

 
 

0
(S)

R


; pour 3A  S  6A ;
0 ; pour S  6A ;
 h
0

(S

)R

; pour S

 B
0
' 6M
1
A :
Soient J
V
une struture presque omplexe standard (f. 1.2.1) sur V ompatible ave 
j
V
,
J
B
une struture presque omplexe ompatible ave  sur B et designons par
e
J
B
la relevee
de ette derniere a H via . On note par J
std; 
une struture presque omplexe standard par
rapport a la trivialisation de   [1; 1[ par le hamp de Liouville Z

. Nous allons onsiderer
sur  [1; 1[ des strutures presque omplexes de la forme suivante.
(4.21) J =

e
J
B
 J
V
; pour S  6A ;
J
std; 
; pour S

& 6A= :
Il faut noter le fait que, sur la distribution horizontale, une telle struture presque om-
plexe n'est pas neessairement ompatible ave 

 + 
, tout en etant \tame" pour  su-
isamment petit (ela veut dire que (

 + 
)(; J ) est une forme denie positive, quoique
pas neessairement symetrique). La maniere habituelle d'en deduire un produit salaire est de
onsiderer
1
2
 
(

 + 
(; J ) + (

 + 
(J ; )

.
On suppose desormais qu'on travaille a oeÆients dans un orps K xe. L'analyse des
orbites periodiques des hamiltoniens H

= H
; 
max
()
montre que, pour une valeur xee  de
l'ation, le omplexe tronque FC

[0
 
; ℄
(H

; 


) est naturellement muni d'une ltration
(4.22) F
p
C

[0
 
; ℄
(H

; 


) =
M
x 2 P(H

; 


)
i
CZ
((x))  p
A
H

(x) 2 [0
 
; ℄
Khxi  FC

[0
 
; ℄
(H

; 


) :
Le formalisme general de onstrution d'une suite spetrale a partir d'un omplexe
dierentiel ltre s'appliquera une fois que la dierentielle de Floer preserve la ltration. C'est la
raison pour laquelle nous sommes amenes a onsiderer une equation de Floer perturbee. Nous
allons utiliser un hamp de pseudo-gradient negatif pour la fontionnelle d'ation A
H

. Intro-
duisons le hamp de veteurs Y

deni i-dessous, ou 

: [2A; 3A℄  ! [0; 1℄ est une fontion
lisse deroissante, egale a 1 au voisinage de 2A et egale a 0 au voisinage de 3A, qui a le ro^le de
raorder Y

a rH

.
Y

=
8
>
<
>
:


^
J
B
X
f
 J
V
X
V
H

; pour S  2A ;
 


(S)

^
J
B
X
f
+ (1  

(S))
f
J
B
X
H
H


 J
V
X
V
H

; pour 2A  S  3A ;
r
J
H

; pour S  3A :
L'equation ave laquelle nous allons travailler est
u
s
= Y

(u) ;
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ou
(4.23) Y

 
x()

=  
 
J _x  Y


:
Cei est une perturbation de l'equation de Floer habituelle dans la zone S  3A. Il faut noter
que, par la normalisation du ouple (
; ) au-dessus des voisinages V
i
des points ritiques de f ,
le hamp Y

onide ave rH

dans
S
i

 1
(V
i
). Par onsequent, le hamp Y deni sur l'espae
des laets onide ave le gradient negatif de la fontionnelle d'ation au voisinage des points
ritiques, qui sont les orbites 1-periodiques de H

. Je montre i-dessous que le hamp Y est un
pseudo-gradient negatif pour la fontionnelle d'ation.
Pseudo-gradient pour la fontionnelle d'ation. Commenons par demontrer un lemme
d'intere^t independant. Le point a) est juste un rappel, alors que le point b) donne une expression
quantitative a l'absene d'orbites 1-periodiques pour un hamp de veteurs independant du
temps qui est petit en norme C
1
.
Lemme 4.4.1. Soit B une variete ompate. Soient X un hamp de veteurs (independant du
temps) de lasse C
1
sur B et g une metrique riemannienne sur B.
a) Il existe une onstante Æ = Æ(B; g) > 0 telle que, pour k X k
C
1 Æ, les orbites periodiques
de X ayant une periode plus petite ou egale a 1 sont onstantes.
b) Soit X un hamp de veteurs veriant kXk
C
1
 Æ et V un voisinage ouvert des zeros de
X. Il existe une onstante C = C(X; V ) et 
0
= 
0
(X; V ) > 0 tels que, pour tout 0 <   
0
et
tout laet y : S
1
 ! B qui intersete

V on a
(4.24) k _y   X(y) k
L
2
 C :
) La onlusion du point b) est valable aussi sous la forme plus forte
(4.25) k _y   X(y)k
L
1
 C :
Remarque. Nous avons prefere d'enoner separement le point b), me^me s'il est implique par le
point ) et l'inegalite de Cauhy-Shwarz, pour mettre en evidene le fait que la demonstration
du ) est un peu plus deliate : elle utilise une injetion de Sobolev non ompate.
Demonstration. a) Le resultat est vrai loalement, pour un hamp de veteurs a support ompat
dans R
n
, ave une onstante egale a 2. En eet, soit  : [0; T ℄  ! R
n
une orbite T -periodique,
0  T  1. Considerons son reparametrage 1-periodique 
t
: [0; 1℄  ! R
n
, 
T
(s) = (Ts).
En developpant en serie de Fourier, on obtient l'inegalite de Wirtinger k _
T
k
L
2
1
2
k 
T
k
L
2 .
D'un autre o^te, on a
1
2
k 
T
k
L
2
=
T
2
k dX(
T
) _
T
k
kjdXjk
2
k _
T
k
L
2
. Lorsque kjdXjk < 2 on
deduit k _k
L
2
= 0 i.e.  onstante.
Pour demontrer le resultat sur la variete B, onsiderons un reouvrement U = (U
i
) par
des ouverts de arte et notons par  son nombre de Lebesgue. Modulo le fait de onsiderer un
reouvrement plus n pour resoudre les questions de ompaite, on peut supposer que, pour
haque arte 
i
: U
i
! R
n
, il existe une onstante C
i
telle que la metrique eulidienne soit
dominee par C
i
 (
 1
i
)

g. Posons Æ = minf; (2=C
i
)g. La borne C
0
sur kXk assure que toute
orbite de periode au plus egale a 1 est ontenue dans un ouvert U
i
, alors que la borne C
1
rend
possible l'appliation du resultat loal.
b) Soit 
 =

V . On sous entendra i-dessous que le erle S
1
est normalise de faon a
avoir une longueur egale a 1. Demontrons d'abord l'aÆrmation pour  = 1. Par le point a),
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tout laet y qui intersete 
 verie k _y   X(y)k
L
2 > 0. Supposons par l'absurde qu'il existe
une suite y
n
2 C
1
(S
1
; B) de laets qui verient y
n
(p) 2 
 pour un ertain p 2 S
1
xe et
k _y
n
 X(y
n
)k
L
2
 ! 0. Comme X est un hamp lisse, on deduit que k _y
n
k
L
2
est uniformement
bornee. Le theoreme d'Arzela-Asoli assure qu'on a une injetion ompate H
1
(S
1
; B) ,!
C
0
(S
1
; B). On peut don extraire une sous-suite, notee enore y
n
, qui onverge uniformement
vers un laet y. En partiulier _y
n
onverge vers _y dans D
0
. D'un autre o^te X(y
n
) onverge
uniformement vers X(y) et on deduit _y
n
L
2
 ! X(y). Par onsequent X(y) = _y et y(p) 2 
. Cela
est en ontradition ave le fait que les orbites 1-periodiques de X sont onstantes.
Montrons maintenant que, pour y : [0; 1℄  ! B, y(0) = y(1) et im(y) \ 
 6= ; on a
k _y  X(y)k
L
2

C
2
 lorsque  > 0 est suÆsamment petit. Posons z : [0; ℄  ! B, z(t) = y(t).
L'inegalite desiree devient k _z  X(z)k
2
L
2
(0; )
 C
2
.
Comme un as demonstratif, supposons que 
 1
2 N. Considerons le laet z parouru 
 1
fois, a savoir ey : [0; 1℄  ! B, ey(t) = z(t 

t


. Par l'etape preedente on a k _y X(y)k
2
L
2
(0; 1)

C
2
, alors que k _y  X(y)k
2
L
2
(0; 1)
= 
 1
k _z  X(z)k
2
L
2
(0; )
. Cela demontre l'inegalite pour tout 
tel que 
 1
2 N.
Dans le as general, onsiderons la fontion
ey(t) =
8
<
:
z(t   

t


); t 2
h
0;  

1


i
;
z(0) (= z()) ; t 2
h
 

1


; 1
i
:
Le laet ey parourt le laet z itere

1


fois. Posons e = 1   

1


. On a 0  e <  et on obtient

1


 k _z  X(z)k
2
L
2
(0; )
+ ekX(z(0)k
2
= k _y  X(y)k
2
L
2
(0; 1)
 C
2
:
Lorsque  <
C
2
2
(sup kXk)
 1
on obtient

1


 k _z   X(z)k
2
L
2
(0; )

C
2
2
, e qui implique k _z  
X(z)k
2
L
2
(0; )

C
2
4
.
) Comme au point b), on montre d'abord qu'on a une inegalite k _y   X(y)k
L
1
 C > 0.
Supposons par l'absurde l'existene d'une suite y
n
de laets tels que k _y
n
 X(y
n
)k
L
1
! 0, ave
y(p) 2 
 pour un p 2 S
1
xe. On obtient k _y
n
k
L
1
 C. On a enore une injetionW
1;1
(S
1
; B) ,!
C
0
(S
1
; B), mais elle n'est jamais ompate. Par ontre, l'injetionW
1;1
(S
1
; B) ,! L
q
(S
1
; B) est
ompate pour tout 1  q <1 [Bz℄. On peut don extraire une sous-suite, qu'on note enore y
n
,
qui onverge dans L
1
vers une limite y. Par une propriete speique de l'injetion W
1;1
(S
1
) ,!
C
0
(S
1
) ([Bz℄, p. 130) on peut supposer que y
n
onverge partout (quoique pas uniformement).
L'inegalite kX(y
n
)   X(y)k
L
1
 sup kjdXjk  kdist(y
n
; y)k
L
1
entra^ne X(y
n
)
L
1
 ! X(y) i.e.
_y
n
L
1
 ! X(y). En passant dans D
0
on deduit _y 2 L
1
i.e. y 2 W
1;1
, ou enore y 2 C
0
(S
1
; B).
D'un autre o^te k _y   X(y)k
L
1
= 0 et ela entra^ne que y est une orbite periodique de X. La
onvergene partout de y
n
entra^ne que y(p) 2 
 et ela est la ontradition reherhee.
Le reste de la preuve deoule omme au point b).

Corollaire 4.4.2. Il existe 
0
> 0 et une onstante C > 0 tels que, pour tout 0 <   
0
et tout
laet x : S
1
 !
b
E tel que im(x) \

S
i

 1
(V
i
) 6= ;, on a
(4.26) k _x  

f
X
f
k
L
1
 C

:
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Demonstration. Deomposons _x = _x
V
+ _x
H
, _x
V
2 V , _x
H
2 H. Alors k _x   

f
X
f
k
L
1
 k _x
H
 


f
X
f
k
L
1
= k
d
dt
 Æ x   

X
f
k
L
1
 C

. La derniere inegalite est une onsequene du lemme
preedent. 
Nous sommes maintenant en mesure de demontrer que le hamp Y

deni au (4.23) est
un pseudo-gradient negatif pour l'ation A
H

. Cela veut dire que hrA
H

; Y

i
L
2
(x)  0, ave
egalite si et seulement si x est une orbite periodique de H

. Il est utile d'erire
r
J
H

= Y

+R
H

;
ave R
H

= 0 pour S  3A et R
H

= O
H
(
+Æ)
pour S  3A. Pour simplier les details, je
vais donner la demonstration du fait que hrA
H

; Y

i
L
2(x)  0 uniquement pour des laets
x : S
1
 !
b
E dont l'image est ontenue dans S  3A. En vue du fait que R
H

= 0 dans
S
i

 1
(V
i
) on peut supposer que l'image de x renontre

S
i

 1
(V
i
). On obtient alors
hrA
H

; Y

i
L
2(x) =
Z
S
1
h Y

(x(t)) +R
H

(x(t)); Y

(x(t))idt
=  kY

(x)k
2
L
2
+
Z
S
1
hR
H

(x(t)); Y

(x(t))idt
  k _x
H
  

f
X
f
k
2
L
2
+
Z
S
1
hR
H

;
e
J
B
( _x
H
  

f
X
f
)i
 k _x
H
  

f
X
f
k
2
L
2
+O(
+Æ
)k _x
H
  

f
X
f
k
L
2
:
Le orollaire 4.4.2 assure que ette derniere quantite est negative lorsque  est suÆsamment
petit. Le alul i-dessus a ete eetue en onsiderant sur la distribution horizontale la metrique


(;
e
J
B
), mais il fontionne de me^me pour la metrique (

 + 
)j
H
(;
e
J
B
). Cela aheve la
preuve du fait que Y

est un pseudo-gradient pour la fontionnelle d'ation A
H

.
Estimations d'energie. Cette setion presente l'estimation d'energie qui m'est enore
neessaire pour demontrer l'existene de la suite spetrale en homologie de Floer pour une
bration sympletique forte.
Rappelons le fait que, dans le hapitre 2 traitant la formule de Kunneth, une etape ruiale a
la n de la demonstration onsistait a montrer que les trajetoires de Floer qui, par l'absurde,
auraient traverse la zone fS
0
 Ag \ fS
00
 Ag, devaient neessairement avoir une grande
energie. Cela entra^nait le fait que, en tronquant a un niveau xe de l'ation, toutes les
trajetoires de Floer reliant les orbites periodiques en question etaient entierement ontenues
dans la zone \normalisee" fS
0
 Ag \ fS
00
 Ag, ou on etait dans la situation d'un produit.
Je ompte appliquer la me^me philosophie dans la situation presente. Les trajetoires qui
nous interessent sont les solutions de l'equation

J
u = Y

(u) ;(4.27)
u(s; )  ! x

; s  ! 1 ;(4.28)
ave x

des orbites 1-periodiques de H

ave une ation omprise dans un intervalle [0
 
; ℄,
 > 0 xe. L'equation est normalisee dans la zone S  2A : si la trajetoire u est entierement
ontenue dans ette zone, alors sa projetion sur la base verie l'equation de Floer 
J
B
( Æu) =
r
J
B
f( Æ u). Si on savait montrer que toutes les solutions de (4.27 - 4.28) sont ontenues dans
4. La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Floer 145
la zone S  2A, alors on deduirait que la dierentielle du omplexe de Floer donne par (4.27 -
4.28) preserve la ltration. Cela justierait le raisonnement de la setion suivante.
L'approhe que je propose pour demontrer que les solutions de l'equation (4.27 - 4.28) sont
entierement ontenues dans la zone S  2A pour  > 0 suÆsamment petit est la suivante.
La fontionnelle d'energie naturellement assoiee aux equations (4.27 - 4.28) est
(4.29) E
Y

(u) =
ZZ
RS
1



(u
s
; u
t
+ JY

) :
Cette quantite est denie pour toute appliation u : R S
1
 !
b
E qui verie (4.28). Si u
verie aussi (4.27) alors on aura de plus
E
Y

(u) =
ZZ
RS
1
ju
s
j
2
=
ZZ
RS
1
ju
t
+ JY

j
2
:
D'un autre o^te, on a
A
H

(x
 
) A
H

(x
+
) =
ZZ
RS
1



(u
s
; u
t
+ JrH

) :
J'aÆrme qu'il suÆt de demontrer l'assertion suivante.
Conjeture 4.4.3 (lemme de monotonie hamiltonienne). Toute solution de l'equation

e
J
B
J
V
u = 

^
r
J
B
f ;
veriant u(s; )  ! x

, s  ! 1 ave x

deux laets ontenus dans la zone S  1
+
, verie
la propriete suivante :
Si l'image de u intersete le niveau S = 2A, alors
(4.30)
Z
RS
1
ju
s
j
2
 CA :
Cei est l'analogue bre du lemme 2.4.1. Dans la demonstration de la formule de Kunneth,
l'existene d'une projetion sur l'un des fateurs (qui joue le ro^le de la bre si on pense a
un produit omme etant une bration triviale) permettait de onlure : la omposante de u
dans la diretion de la bre etait une ourbe holomorphe et on pouvait appliquer le lemme de
monotonie de Gromov. Dans la situation bree, il n'y a pas de telle projetion. Un substitut
serait fourni par le transport parallele, mais e dernier ne preserve generalement pas la struture
presque omplexe dans la bre. Par ontre, ela est vrai pour les bres en droites (negatifs) et
demontre l'assertion 4.4.3 dans e as partiulier. Cette situation est disutee en detail au 4.5.
En supposant que l'assertion 4.4.3 est vraie, voii omment on onlut quand au fait que
les trajetoires qui relient des orbites 1-periodiques d'ation omprise dans un intervalle [0; ℄,
 > 0 xe doivent rester a l'interieur de la zone S  2A lorsque  est suÆsamment petit.
Soit u une telle trajetoire et supposons qu'elle traverse le niveau S = 2A. Par 4.4.3 on
obtient E
Y

(u)  CA. Nous allons prouver que A
H

(x
 
)   A
H

(x
+
) est plus grand que
e
CA
si  est suÆsamment petit. Puisque, par le hoix de A, la quantite A tend vers +1 lorsque 
tend vers 0
+
, ela fournit la ontradition reherhee.
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On a
ZZ
RS
1



(u
s
; u
t
 X
H

) =
ZZ
RS
1



(u
s
; u
t
+ JY

) +
ZZ
RS
1



(u
s
; JR
H

)
=
1
2
ZZ
RS
1
ju
s
j
2
+
1
2
ZZ
RS
1
ju
t
+ JY

j
2
+
ZZ
RS
1



(u
s
; JR
H

) :
Nous allons montrer que
(4.31) E
Y

(u) =
ZZ
RS
1



(u
s
; u
t
+ JY

) 
1

Æ=4
ZZ
RS
1
j


(u
s
; R

)j
lorsque  est suÆsamment petit. Cela assure que, dans l'expression de
RR



(u
s
; u
t
 X
H

), le
terme dominant est E
Y

(u) et entra^ne la onlusion. Nous allons montrer que (4.31) est vraie
sur haque laet u(s; ). Pour simplier, je ferai de nouveau le alul uniquement dans le as ou
u(s; ) est ontenu dans la zone S  3A.
1
2
Z
S
1
ju
s
j
2
+
1
2
Z
S
1
ju
t
+ JY

j
2
 
1

Æ=4
Z
S
1
j


(u
s
; JR

)j

1
2
Z
S
1
ju
s
j
2
 
1

Æ=4
Z
ju
s
j
 Æ=2
j


(u
s
; JR

)j+
1
2
Z
S
1
ju
t
+ JY

j
2
 
1

Æ=4
Z
ju
s
j
 Æ=2
j


(u
s
; JR

)j

1
2
Z
ju
s
j
 Æ=2

ju
s
j
2
  Cju
s
j
1

Æ=4

+Æ

+


2
 
C

Æ=4
 
 Æ=2
 
+Æ

:
Les deux quantites entre parentheses deviennent positives lorsque  est suÆsamment petit. Cela
nit de prouver que l'assertion 4.4.3 est suÆsante pour onlure que, lorsque  est suÆsamment
petit, la dierentielle de Floer dans le omplexe orrespondant aux equations (4.27 - 4.28)
preserve la ltration (4.22).
4.4.2 Suites spetrales et passages a la limite
Je donne dans ette setion la demonstration du theoreme prinipal, en supposant aquis les
resultats de la setion preedente. Rappelons que la onsequene prinipale de eux-i est la
suivante : pour  > 0 xe et  2℄0; 
0
℄, la ltration determinee sur le omplexe de Floer par
l'oppose de l'indie de Conley-Zehnder des points ritiques de f (regardes en tant qu'orbites
1-periodiques) est preservee par la dierentielle de Floer, ette derniere etant onsideree par
rapport au hamp de pseudo-gradient Y

deni au (4.23), ou enore 
J
u = Y

(u) :
F
p
C

[0
 
; ℄
(H

; 


) =
M
x 2 P(H

; 


)
 i
CZ
((x))  p
A
H

(x) 2 [0
 
; ℄
Khxi  FC

[0
 
; ℄
(H

; 


) :
Pour failiter l'eriture, on notera l'inlusion preedente par
F
p
C

(; )  FC

(; ) :
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Proposition 4.4.4. Soient   
0
xes. Pour tous 
0
  on a le diagramme ommutatif de
omplexes dierentiels ltres
(4.32) FC

(; )
FC

(
0
; )
i

0
; oo
FC

(; 
0
)
i

0
; 
OO
FC

(
0
; 
0
)
i

0
; 
0
oo
i

0
; 
0
OO
ave i

0
; 
, i

0
; 
0
les morphismes de tronature par l'ation et i

0
; 
, i

0
; 
0
les morphismes induits
par la deformation simultanee de (H

; 


) vers (H

0
; 


0
).
Demonstration. La ommutativite du diagramme au niveau des omplexes dierentiels non
ltres est juste une onsequene des denitions des morphismes de monotonie et de tronature
en (o)homologie de Floer (on pourra trouver un diagramme du me^me type par exemple dans
[CFH2℄, p. 112). Le fait que les morphismes i

0
; 
0
et i

0
; 
preservent les ltrations respetives est
tautologique : ils ne font qu'\enlever" des generateurs des groupes en question, sans pour autant
modier l'indie de Conley-Zehnder des generateurs qui restent. Le fait que les morphismes i

0
; 
et i

0
; 
0
preservent la ltration est une onsequene du fait qu'on peut deformer (H

; 


) vers
(H

0
; 


0
) par une equation qui, dans la zone d'apparition des trajetoires de Floer a parametre,
est du type

J
s
u = (s)

^
J
B
X
f
 J
V
X
V
H

(s)
:
Ii H

(s) designe l'homotopie de H

a H

0
et (s) : R  ! R est une fontion de raord qui
vaut 1 pour s  0 et 
0

=

pour s  1. Les solutions de ette equation se projettent alors sur
des solutions de l'equation 
J
B
u = (s)

J
B
X
f
. La limite en temps positif d'une telle solution
a neessairement un indie de Conley-Zehnder plus grand ou egal a elui de la limite en temps
negatif et ela onlut.

Remarque. Dans le diagramme i-dessus, le morphisme i

0
; 
induit un isomorphisme en oho-
mologie lorsque  est suÆsamment petit: au ours de la deformation   
0
, 
0
  il y a des
orbites nouvelles d'ation positive qui se reent, mais leur ation est beauoup plus grande que
. Ainsi, les groupes d'homologie FH

(; ) se stabilisent pour  suÆsamment petit et  xe.
La ltration F
p
C

(; )  FC

(; ) donne naissane a une suite spetrale
(4.33) E
p;q
r
(; ) =) FH

[0
 
; ℄
(H

; 


) :
Corollaire 4.4.5. On a un systeme projetif de suites spetrales, bi-dirige selon  et 
(4.34)
E
p;q
r
(; ) E
p;q
r
(
0
; )
i

0
; oo
E
p;q
r
(; 
0
)
i

0
; 
OO
E
p;q
r
(
0
; 
0
) ;
i

0
; 
0
OO
i

0
; 
0
oo
pour 
0
  et   
0
.
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Demonstration. Le diagramme (4.34) est induit par le diagramme de omplexes dierentiels
ltres (4.32). 
Corollaire 4.4.6. Posons
(4.35) E
p;q
r
= lim
  
(; )
E
p;q
r
(; ) = lim
  

lim
  

E
p;q
r
(; ) :
Alors E
p;q
r
est une suite spetrale qui verie
E
p;q
r
=) lim
  

lim
  

FH

[0
 
; ℄
(H

; 


) :
Demonstration. Il s'agit tout simplement de montrer que haque suite exate
0
//
im d
p r;q+r 1
r
(; )
//
ker d
p;q
r
(; )
//
E
p;q
r+1
//
0
reste exate lorsqu'on prend la limite projetive. C'est en e point que nous avons besoin de
travailler a oeÆients dans un orps: la limite projetive est alors un fonteur exat, en vue
du fait que la dimension des espaes vetoriels en question est nie (e sont des sous-quotients
de FC

[0
 
; ℄
(H

; 


) - un espae vetoriel de dimension nie). 
Il suÆt maintenant de repondre aux deux questions i-dessous pour etablir une suite spe-
trale qui soit un invariant de la bration
b
E :
a. aluler lim
  

lim
  

FH

[0
 
; ℄
(H

; 


) .
b. aluler lim
  

lim
  

E
p;q
2
(; ) (et, si possible, aluler aussi E
p;q
2
(; )) .
La reponse a la premiere question est fournie par la proposition 4.4.7 et son orollaire. La
reponse a la deuxieme question est donnee par la proposition 4.4.9.
Proposition 4.4.7. Soit  > 0 xe. Il existe () > 0 tel que, pour tout 0 <   (), on ait
FH

[0
 
; ℄
(H

; 


) ' FH

[0
 
; ℄
(
b
E; 


) :
Corollaire 4.4.8. On a
lim
  

lim
  

FH

[0
 
; ℄
(H

; 


) = FH

(
b
E; [


℄) :
On rappelle que la notation FH

(
b
E; [


℄) designe l'homologie de Floer de
b
E alulee par rapport
a un representant quelonque de la lasse d'isotopie de l'une des formes sympletiques 


.
Demonstration. Par la proposition 4.4.7 on a lim
  

lim
  

FH

[0
 
; ℄
(H

; 


) = lim
  

lim
  

FH

[0
 
; ℄
(
b
E; 


).
Mais les groupes FH

[0
 
; ℄
(
b
E; 


) forment un systeme projetif bidirige et on peut erire, par
la propriete generale de ommutation des limites projetives :
lim
  

lim
  

FH

[0
 
; ℄
(
b
E; 


) = lim
  

lim
  

FH

[0
 
; ℄
(
b
E; 


)
= lim
  

FH

(
b
E; 


) = FH

(
b
E; [


℄) :
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Le dernier isomorphisme a lieu gra^e a l'invariane par isotopie de l'homologie de Floer. 
Demonstration de la proposition 4.4.7. Pour failiter la leture, on utilise au ours de ette
demonstration  omme notation alternative pour (). Choisissons  tel que  << 
max
().
Soit  2℄0; [ arbitraire. Nous allons montrer que FH

℄0
 
; ℄
(H

; 


) ' FH

℄0
 
; ℄
(
b
E; 


).
On peut trouver 
1
, 
2
et  tels que  << 
1
<  < 
2
< 
max
() et
k

1
 H
; 
 k

2
 H

:
Ii k

1
= k

1
(S

) et k

2
= k

2
(S

) sont des hamiltoniens habituels qui prennent en ompte
les arateristiques sur E =  par rapport a la forme de ontat 

et verient k
0

1
= 
1
,
k
0

2
= 
2
en dehors d'une petit voisinage de E (Figure 1.1 (3)). De plus, on peut hoisir les 
i
,
i = 1; 2 d'autant plus prohes de 
max
() que  est petit (ar la perturbation donnee par 

e
f
devient negligeable, alors que le terme vertial approxime de mieux en mieux une roissane le
long de Z

). On peut aussi supposer 
1
, 
2
=2 Spe(E; 

), ar le omplementaire du spetre
d'ation est partout dense dans R
+
pour tout hoix de . On deduit le diagramme ommutatif
suivant donne par les morphismes de monotonie (ou tous les groupes de ohomologie de Floer
sont onsideres par rapport a la forme sympletique 


et par rapport a l'equation de Floer
habituelle, non perturbee) :
FH

℄0
 
; ℄
(k

1
; 


) FH

℄0
 
; ℄
(H
; 
; 


)
g
1oo
FH

℄0
 
; ℄
(k

2
; 


)
g
2oo
FH

℄0
 
; ℄
(H

; 


)
g
3oo
FH

℄0
 
; ℄
(
b
E; 


)
f
1
'
kkXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
f
2
hhQQQQQQQQQQQQ f3
'
66nnnnnnnnnnnn f4
33fffffffffffffffffffffff
Comme indique sur le diagramme ommutatif, les ehes f
1
et f
3
sont des isomorphismes.
Cela est du^ au fait que les hamiltoniens de la forme k

0
, 
0
> 0 forment une famille onale
dont l'homologie tronquee a [0
 
; ℄ se stabilise des que 
0
> .
D'un autre o^te, la deformationH
; 
 H

= H
; 
max
peut e^tre realisee par des hamiltoniens
du type H
;
e

,  
e
  
max
. L'homologie ne hange pas puisque les orbites nouvellement reees
dont l'ation est positive auront une ation beauoup plus grande que . On deduit que g
2
Æ g
3
est un isomorphisme.
Nous pouvons onlure. Puisque g
2
Æg
3
est un isomorphisme, on deduit que g
2
est surjetive.
D'un autre o^te, g
1
Æ g
2
est un isomorphisme et on deduit que g
2
est injetive. Par onsequent
g
2
est un isomorphisme et g
3
aussi. Mais f
3
= g
3
Æ f
4
et ela entra^ne que f
4
est aussi un
isomorphisme. 
Proposition 4.4.9. On a
lim
  

lim
  

E
p;q
2
(; ) = lim
  

E
p;q
2
(; ()) = H
n+p
(B; f ; FH
q
(
b
F )) :
On designe i-dessus par () l'ation maximale d'une orbite 1-periodique de H

, alors que
FH
q
(
b
F ), q 2 Z represente un systeme loal de oeÆients de bre FH
q
(
b
F ; 
). On designe par
FH

(
b
F ; 
) la lasse d'isomorphisme de l'homologie de Floer FH

(
b
F
z
; 

z
), z 2 B. Elle est
denie sans ambigute en vue de l'invariane par isotopie de l'homologie de Floer.
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Demonstration. Un alul similaire a elui que nous avons detaille pour l'homologie de Morse
montre que
(4.36) E
p;q
1
(; ()) =
M
ind
Morse
(z) = n+ p
z 2 Crit(f)
FH
q
(
b
F
z
; ) ;
ave FH
q
(
b
F
z
; ) l'homologie du omplexe engendre par les orbites periodiques d'une me^me bre
b
F
z
et dont la dierentielle est obtenue en omptant les trajetoires de Floer de H

entierement
ontenues dans la bre en question. J'aÆrme que haque groupe FH
q
(
b
F
z
; ) est naturellement
muni de ehes
(4.37) FH

[0
 
; ()℄
(
b
F
z
; 

z
)   FH
q
(
b
F
z
; )   FH

[0
 
; C()℄
(
b
F
z
; 

z
) ;
ou  < C sont deux onstantes stritement positives independantes de  et z. De plus, la
omposition de es deux morphismes onide ave le morphisme de tronature par l'ation
FH

[0
 
; ()℄
(
b
F
z
; 

z
)   FH

[0
 
; C()℄
(
b
F
z
; 

z
) .
En eet, l'equation des trajetoires de Floer ontenues dans la bre
b
F
z
pour H

par rapport
a 


(ou, e qui revient au me^me, par rapport a 
) onide ave l'equation des trajetoires de
Floer pourH
A

max
par rapport a 
. Les orbites qui entrent dans le alul de E
p;q
1
(; ()) ont une
periode  () par rapport a R

. Or, dans les voisinages de trivialisation au-dessus de Crit(f),
on a R

=
1
(R

)+
R

. Par onsequent, la periode maximale de es orbites par rapport a R

est
omprise dans l'intervalle [(); C()℄, ave  = min
 
(R

) + 

, C = max
 
(R

) + 

. La
omposante de E
p;q
1
au-dessus du point z 2 Crit(f) est alors l'homologie d'un sous-omplexe
note FC

(
b
F
z
; ) muni des morphismes de tronature par l'ation
FC

[0
 
; ()℄
(
b
F
z
)    FC

(
b
F
z
; )    FC

[0
 
; C()℄
(
b
F
z
) :
En passant en homologie on obtient les morphismes (4.37).
D'un autre o^te, omme en homologie de Morse, on assoie a toute trajetoire de Floer 
sur la base un morphisme

z; z

: FC

(
b
F
z
; )  ! FC

(
b
F
z
; )
en omptant les trajetoires de Floer sur
b
E qui se projettent sur . Il faut remarquer le fait que,
lorsque f est suÆsamment petite en norme C
2
, une telle trajetoire  est en fait une trajetoire
de gradient [F4℄. Le morphisme 
z; z

passe en ohomologie pour denir un isomorphisme et don
un systeme pre-loal de oeÆients (au sens de la denition 3.3.10). Nous notons e systeme
pre-loal de oeÆients par FH

 
b
F ; (); C()

.
La famille de systemes pre-loaux FH

 
b
F ; (); C()

forme en fait un systeme projetif
(respetivement indutif si on avait travaille en homologie) de systemes loaux. Cela est faile
a voir tenant ompte du fait que, dans les bres ritiques, les hamiltoniens H

valent H
A

max
:
les deformations H

 H

0
induisent des deformations H
A

max
 H
A
0

0
max
qui donnent, en oho-
mologie, des morphismes ompatibles ave les ehes 
z; z

. La ompatibilite deoule toujours
de la ommutativite du diagramme (4.32). On pose
(4.38) FH

(
b
F ) = lim
  

FH

 
b
F ; (); C()

:
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La bre de FH

(
b
F ) au point z 2 Crit(f) est evidemment lim
  

FH

(
b
F
z
; ). Gra^e a l'existene
des morphismes (4.37) et tenant ompte de l'egalite
lim
  

FH

[0
 
; ()℄
(
b
F
z
; 

z
) = lim
  

FH

[0
 
; C()℄
(
b
F
z
; 

z
) = FH

(
b
F ; 
)
on obtient
(4.39) lim
  

FH

(
b
F
z
; ) = FH

(
b
F ; 
) :
Le me^me alul que pour l'homologie de Morse demontre que
E
p;q
2
(; ()) = H
n+p
 
B; f ; FH

 
b
F ; (); C()

:
On en deduit
lim
  

E
p;q
2
(; ()) = H
n+p
 
B; f ; FH
q
(
b
F ; 
)

:

Remarque 4.4.10. Cette demonstration aheve en fait la preuve du theoreme 4.2.1 : les mor-
phismes de tronature par l'ation qui fournissent la ehe depuis la ohomologie de Floer
vers la ohomologie de Morse sont ompatibles ave tous les diagrammes ommutatifs erits
preedemment.
4.5 Fibres en droites negatifs
J'explique dans ette setion omment fontionne la demonstration du theoreme 4.2.1 dans le
as des bres en droites admettant une metrique hermitienne a ourbure negative.
Une premiere remarque importante est que l'estimation d'energie 4.4.3 est vraie dans e
ontexte. La distribution horizontale n'a pas de omposante le long de

S
et ela fait que,
pour une ourbe qui s'appuie sur les niveaux S = A et S = 2A et qui verie u = 

^
r
J
B
f ,
la ontribution le long de

S
est donnee uniquement par sa omposante vertiale. En utilisant
le fait que, pour un tel bre en droites, le transport parallele preserve la struture presque
omplexe dans les bres, on peut regarder la omposante vertiale en \projetion" sur la bre,
ou elle verie u
V
= 0 et s'appuie sur les niveaux S = A et S = 2A. Le lemme de monotonie
de Gromov permet alors de onlure, a la maniere du lemme 2.4.1.
Je donne maintenant une demonstration beauoup plus simple, qui ontourne entierement
tous les problemes lies a l'estimation d'energie, aux trajetoires de pseudo-gradient ou au pas-
sage a la limite selon . Commenons par une remarque simple, mais importante.
Proposition 4.5.1. Soit (; ) une variete de ontat et ( [1; 1[; d(S)) sa ompletee sym-
pletique. On xe une struture presque omplexe standard J sur  [1; 1[ (f. 1.2.1). Pour
toute fontion f :   ! R, la fontion
e
f :  [1; 1[ ! R denie par
e
f(x; S) = f(x) est un
hamiltonien asymptotiquement nul.
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Demonstration. Il s'agit de demontrer que jX
f
j
(x; S)
=
p
S  ! 0, S  ! 1. On note X
Reeb
le
hamp de Reeb sur  et X

(x; S) la omposante de X
f
(x; S) sur la distribution de ontat
 = ker . On a
jX
f
j
2
(x; S)
=


1
S
X

(x; 1) + df
x
(X
Reeb
(x)) 

S


2
(x; S)
= S


1
S
X

(x; 1) +
1
S
df
x
(X
Reeb
(x)) 

S


2
(x; 1)
=
1
S
jX
f
(x; 1)j
2
(x; 1)
:
Nous avons utilise i-dessus la propriete d'homogeneite (1.21) de la metrique onique. On deduit
que non seulement jX
f
j
(x; S)
=
p
S tend vers zero lorsque S tend vers +1, mais qu'on a me^me
jX
f
j
(x; S)
 ! 0.

Cette observation simple, ombinee au fait que les hamps de Liouville Z

sont olineaires
au hamp de Liouville Z dans les bres, est le point ruial qui fait marher ette preuve
alternative. La nouvelle demarhe est la suivante :
On xe  > 0. On xe aussi une fontion de Morse f : B  ! R. Il existe une famille de
hamiltoniens admissibles qui est onale et dont les orbites 1-periodiques sont transversalement
non degenerees et apparaissent dans les bres ritiques de
e
f : on pose
(4.40) H

= a()
e
f + k

(S

);  > 0 :
Ii k

designe un hamiltonien de la forme habituelle (Figure 1.1 (3)), onvexe, positif et dont
la pente vaut  en dehors d'un petit voisinage de la zone S

 1. La fontion a() est une
fontion stritement positive qui tend vers zero lorsque  tend vers +1. Comme d'habitude,
on prend f < 0.
Les hamiltoniens H

sont asymptotiquement lineaires en vue de la proposition 4.5.1 et leur
onalite est laire vu qu'on permet des valeurs de  qui sont arbitrairement grandes. Le hamp
hamiltonien par rapport a 


= d(S



j) est
X
H

(x; S

) =
a()
S

f
X
f
+ a()df
x
(R

)

S

  k
0

(S

)R

:
Nous avons note par R

le hamp de Reeb sur  = fS

= 1g. Dans le alul preedent nous
avons utilise le fait que le ot du hamp de Liouville Z

preserve la distribution horizontale.
De plus, elle-i est tangente a  et R

est un hamp vertial si on hoisit omme hypersurfae
 le bre en spheres (unitaires) orrespondant a la metrique hermitienne sur le bre L. Les
arateristiques sur  sont alors onentrees dans les bres.
La omposante horizontale de X
H

est donnee par
f
X
f
. Les orbites de X
H

se projettent sur
les orbites de X
f
. En hoisissant f petite en norme C
2
on deduit que les orbites 1-periodiques
de X
H

sont onentrees dans les bres ritiques de
e
f .
En fait la situation est tres simple aussi pour e qui est de l'equation de Floer: vu qu'il n'y
a pas de terme perturbatif horizontal, le hamp Y
H

ave lequel on travaille est maintenant le
vrai hamp de gradient (negatif) de l'ation A
H

. De plus, toute struture presque omplexe
de la forme J = J
V

e
J
B
, ave J
V
standard sur les bres, est aussi standard par rapport a la
forme sympletique d(S



j). Les trajetoires de Floer dans l'espae total se projettent sur les
4. La suite spetrale de Leray-Serre en ohomologie de Floer 153
trajetoires de Floer dans la base et l'equation de Floer est bien denie sans passer par une
extension aux hamps de pseudo-gradient.
Le theoreme 4.2.1 est par onsequent entierement demontre pour un bre en droites ad-
mettant une metrique hermitienne a ourbure negative. Comme orollaires, on a les resultats
suivants.
Corollaire 4.5.2. Soit L un bre en droites admettant une metrique hermitienne a ourbure
negative. On a
(4.41) FH

(L) = 0 :
Demonstration. On utilise le fait que FH

(C) = 0. Le systeme de oeÆients qui donne le
deuxieme terme de la suite spetrale 4.2.1 est nul. Par onsequent E
2
= 0 et E
1
= 0. 
Corollaire 4.5.3. Toute hypersurfae de type ontat restreint ontenue dans un bre L du type
preedent admet une arateristique fermee.
Demonstration. Cei est une onsequene de la proposition 1.1.10. 
Finissons par quelques remarques.
Remarque 4.5.4. Cette solution alternative orrespond au phenomene geometrique suivant.
Les orbites 1-periodiques d'un hamiltonien du type k

(S

) ne sont pas transversalement non
degenerees, mais s'organisent en des varietes non degenerees au sens de Morse-Bott, de di-
mension egale a dim B + 1. C'est l'analogue bre de la situation qu'on renontre pour une
boule dans C
n
(f. 1.1.5). Le fait de rajouter la relevee d'une fontion de Morse sur la base
orrespond a asser es varietes de Morse-Bott en orbites 1-periodiques transversalement non
degenerees. Comme nous l'avions onvenu au hapitre 1, nous n'avons pas insiste sur le fait
que, en theorie, es dernieres doivent aussi e^tre assees en ouples d'orbites non degenerees par
une perturbation dependant du temps. Nous avons expliite dans 1.1.5 une onstrution de e
type pour les boules de C
n
.
Remarque 4.5.5. Cette deuxieme solution applique de maniere essentielle le formalisme des
hamiltoniens asymptotiquement lineaires que nous avons developpe au 1.2.
Remarque 4.5.6. Noter le fait que, dans le as general d'une bration sympletique forte au
sens de la denition 4.1.2, il y a une foule d'obstales pour appliquer la demonstration i-
dessus. Me^me le point de depart ne fontionne pas, a savoir montrer que
e
f est un hamiltonien
asymptotiquement nul. D'ailleurs, l'estimation d'energie 4.4.3 est mise en jeu preisement a
ause du fait qu'on ne onna^t pas le omportement de
e
f dans une metrique onique par
rapport a un Z

arbitraire.
FIN
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